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PREFACIO

Os professores do Grupo de Ensino de Fisica da Universidade Federal de
Santa Maria (GEF-UFSM) orientam académicos de licenciatura nas disciplinas de
Estagio Supervisionado em Ensino de Fisica e desenvolvem atividades de pesquisa
em ensino e de extensdo, procurando contribuir para o aperfeicoamento dos
professores do ensino médio. As atividades de extensdo envolvem empréstimo de
material instrucional para atividades experimentais, apresentacao de cursos, oficinas e
palestras e elaboracdo de cadernos didaticos.

De modo geral, a necessidade que os professores do ensino médio tém de
educacao continuada nao fica satisfeita devido a dificuldade de acesso a atividades
presenciais como oficinas e cursos de atualizagao e também devido a pouca oferta de
material de apoio, como cadernos didaticos e artigos de divulgacio. Além disso, entre
esses professores, o livro texto goza de excessiva importancia, determinando a
sequéncia dos conteldos a serem trabalhados em sala de aula e o préprio método de
ensino, que privilegia a solugdo de exercicios e problemas numéricos, como se a
aplicacdo coerente das expressdes matematicas pudesse levar, por si mesma, a
aprendizagem significativa. Por outro lado, os conhecimentos de Fisica sao produzidos
por meio de atividades tedricas e experimentais integradas e, por isso, a pratica
docente baseada apenas no trabalho com o livro texto apresenta a disciplina de modo
parcial e incompleto. Esses trés fatores representam importantes limitagdes ao ensino
de Fisica na escola de ensino médio.

O GEF-UFSM defende que uma melhor compreensdao dos conteudos é
alcangada quando o professor privilegia a discussdo conceitual aprofundada dos
principios e leis fundamentais e de como eles operam no interior dos fendbmenos,
trabalhando paralelamente a notagdo matematica, o vocabulario, as representacoes
graficas, as escalas e as proporgdes. Essa compreenséo nao € alcangada pelo ensino
centrado no professor, que privilegia a solugdo de exercicios e problemas numéricos e
que conduz atividades experimentais isoladas, apenas para reproduzir fendmenos ou
comprovar o valor numérico de uma ou outra constante, e sim através do processo
que se estabelece pelo didlogo professor-aluno, construido a partir dos conhecimentos
que os alunos ja dominam. Nesse sentido, 0 GEF-UFSM defende uma abordagem ao
ensino de Fisica em que a experimentacdo acompanhe a sequéncia légica dos
conteudos, com uma estratégia de integracéo a teoria, motivando o didlogo em sala de
aula, apoiando a discussao conceitual e vinculando-a a elementos concretos na
observagao.

Este caderno foi elaborado para dar ao professor uma visdo mais consistente e
rigorosa do paradigma da Fisica, ajudando-o na elaboragéo de planejamentos em que
os conteudos sejam distribuidos ao longo da carga horaria disponivel de modo mais
condizente com sua importancia relativa, com estratégias de ensino mais préximas do
modo de fazer ciéncia. O planejamento das atividades didaticas ndo deve ser uma
tarefa meramente burocratica, uma simples copia do sumario do livro texto, sem
qualquer vinculo com a importancia relativa dos contetdos da disciplina em questao,
com a carga horaria disponivel, com os conhecimentos que seus alunos ja dominam e
com a realidade do meio em que a escola esta inserida. Um planejamento bem
executado e constantemente reavaliado pode ser um instrumento Util para que o
processo de ensino-aprendizagem se estabeleca e seja efetivo. Este caderno foi
elaborado para ser util também no trabalho direto com os alunos em sala de aula e,
para isso, incorpora discussbdes detalhadas de um grande numero de exemplos e
propde exercicios de aplicagao.

O GEF-UFSM agradece as criticas e sugestbes que possam levar esse
caderno mais facilmente aos seus objetivos.
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MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORME

l. Introducgao

Em referenciais convenientes, aparecem, na Natureza, movimentos circulares
uniformes associados, por exemplo, a fenbmenos astrondémicos. Assim, num
referencial fixo no Sol, o movimento de cada planeta pode ser considerado, com boa
aproximacao, circular e uniforme e num referencial fixo em um particular planeta, o
movimento de cada uma de suas luas também pode ser considerado, com boa
aproximagao, circular e uniforme. Na escala humana e em referenciais convenientes,
aparecem movimentos circulares uniformes associados, por exemplo, a engenhos
mecanicos. Assim, num referencial fixo no eixo de uma roda ou engrenagem, o
movimento de qualquer uma de suas partes pode ser considerado circular e uniforme.

A palavra uniforme, neste contexto, se refere ao fato de ser constante o médulo
da velocidade linear. Contudo, sabemos que a velocidade é um vetor e, sendo assim,
embora seja constante o modulo do vetor velocidade linear, a sua dire¢cado varia
continuamente e, por isso, qualquer uma dessas partes que se move com um
movimento circular uniforme deve ter uma aceleragao nao nula e, portanto, estar sob o
efeito de uma forga resultante nao nula.

Por outro lado, além da velocidade linear, podemos associar ao movimento
circular uma velocidade angular. No movimento circular uniforme, o vetor velocidade
angular é constante.

Il. Definigao do Movimento Circular Uniforme
Em um dado referencial, uma particula esta em um movimento circular

uniforme (MCU) quando se movimenta sobre uma circunferéncia com velocidade
linear de modulo constante.

Fig.1

O vetor velocidade linear é sempre tangente a trajetéria (Fig.1), ou seja, varia
continuamente porque sua direg&o varia.



Na Fig.1, que representa os vetores velocidade linear de uma particula em
MCU nos instantes de tempo genéricos t; e t,, temos v(t;) = v(t;) embora v(t;) = v(t2).
Aqui é importante lembrar que estamos usando v (em negrito) para representar o vetor
velocidade linear e v (sem negrito) para representar o médulo da velocidade linear.

Periodo e Freqiiéncia

O tempo levado pela particula para percorrer uma vez a sua trajetoria € o
periodo (T) do movimento. Por outro lado, o niumero de voltas dadas pela particula na
unidade de tempo ¢ a freqiiéncia (f) do movimento. Assim:

fz
=

No Sistema Internacional, o periodo é dado em segundos e a freqiéncia, em
hertz: 1 Hz = s™". Para ter uma idéia mais concreta da veracidade da expressao acima,
vamos considerar uma particula em MCU que leva 4 s para percorrer exatamente uma
vez a circunferéncia que constitui a sua trajetoria. Assim, o periodo do movimento é de
4 s. Por outro lado, como a patrticula percorre uma volta em 4 s, em um segundo ela
percorre 4 de volta. Portanto, a frequéncia do movimento da particula é 1/ (4 s), ou
seja, ¥a Hz.

Velocidade Linear
O maddulo da velocidade linear da particula pode ser definido como a distancia
percorrida sobre a trajetéria (de raio R) dividida pelo intervalo de tempo levado para

percorré-la. Assim, tomando o periodo como intervalo de tempo, podemos escrever:

2n R
V=

SEMTIDO DO
\MDVIMENTD

Fig.2

A direcao do vetor velocidade linear é sempre tangente a trajetoria da particula.
Para entender o porqué disso temos que levar em conta que esta € uma velocidade
instantanea, definida por um processo de limite.

Para ilustrar esse processo de limite, discutiremos a velocidade linear da
particula no instante de tempo tp, quando ela se encontra na posicao P (Fig.2). Sendo
assim, vamos considerar as posicoes A, B, etc., cada vez mais proximas da posicao P,
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€ Atap, O intervalo de tempo levado pela particula para se deslocar de A até P, Atgp, O
intervalo de tempo levado pela particula para se deslocar de B até P, etc. Tomando o
maodulo do vetor deslocamento entre as posicoes A e P e dividindo-o por Atap, obtemos
Vap, 0 moOdulo do vetor velocidade média entre A e P, tomando o moddulo do vetor
deslocamento entre B e P e dividindo-o por Atgp, obtemos vgp, 0 médulo do vetor
velocidade média entre B e P, e assim por diante. A sequiéncia de numeros Vap, Vap,
etc., tende para o niumero vp, 0 modulo da velocidade linear da particula no ponto P.
Desse modo, no limite At — 0, a velocidade média tende a velocidade instantdnea em
tp, isto é, a velocidade da particula quando ela se encontra na posi¢cao P. Além disso,
como as direcdes das velocidades médias sao dadas pelas retas suportes dos vetores
deslocamento correspondentes, é facil ver que, no limite At — 0, a velocidade linear
tem direcao tangente a trajetoria da particula no ponto P.

F 5

‘\IE'

O

Fig.2

Velocidade Angular

Consideremos duas retas que se cruzam em um ponto O (Fig.3). Para definir o
angulo 6 entre essas retas tragamos uma circunferéncia de raio arbitrario R, com
centro no ponto O, delimitando um arco de circunferéncia de comprimento s. O &ngulo
0, em radianos, € dado por:

0=—
R

Agora, se, em vez de considerar a distancia percorrida pela particula sobre sua
trajetdria, considerarmos o angulo descrito pela linha que une a particula ao centro da
trajetdria, podemos definir a velocidade angular. O modulo de tal velocidade é dado
pelo cociente do angulo descrito (em radianos) pelo intervalo de tempo
correspondente. Assim, tomando o periodo como intervalo de tempo e lembrando que
a frequiéncia é o inverso do periodo, temos:

ou
o=2xf

No sistema Internacional, o moédulo da velocidade angular € dado em radianos
por segundo: rad / s.



A direcdo da velocidade angular é perpendicular ao plano da trajetoria e o
sentido é dado pela seguinte regra: com os dedos da mao direita colocados ao longo
da trajetdria descrita pela particula e na mesma direcado do movimento, o polegar
aponta o sentida da velocidade (Fig.4).

PARTICUILA

Fig4

Comparando a expressdo matematica para o médulo da velocidade linear com
a expressdo matematica para o modulo da velocidade angular, podemos escrever a
seguinte relago:

v =R
Exercicio 1

O ponteiro dos minutos de um reldgio analdgico tem 10 cm de comprimento.
Calcule o periodo e a frequéncia do seu movimento num referencial fixo no relégio.

Exercicio 2

Para o mesmo relogio do exercicio 1 e no mesmo referencial, calcule (a) o
modulo da velocidade angular do ponteiro dos minutos e (b) o médulo da velocidade
linear da extremidade livre desse mesmo ponteiro.

Exercicio 3

Num dado referencial, um disco gira ao redor do um eixo fixo que passa pelo
seu centro com velocidade angular constante. Um ponto da borda do disco tem
velocidade linear com médulo de 50 cm/s. Um ponto a 20 cm da borda tem velocidade
linear com modulo de 10 m/s. Calcule o0 médulo da velocidade angular do disco.

Exercicio 4

Num referencial fixo no Sol, a Terra gira ao redor de um eixo que passa pelos
polos. O raio da Terra tem aproximadamente 6 x 10° m. Encontre a latitude de sua
cidade e calcule o médulo da velocidade linear da sua escola.

Exercicio 5

Um ciclista, pedalando sua bicicleta, faz com que ela se movimente com uma
velocidade de médulo v = 5,2 m/s num referencial fixo na estrada. Os pneus tém raios
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externos de 26 cm e as rodas dentadas A e B tém raios de 4 cm e 8 cm,
respectivamente (Fig.5). Tomando um referencial fixo no ciclista, calcule (a) o médulo
da velocidade linear dos pontos das bordas externas dos pneus e (b) o médulo da
velocidade angular da roda dentada B.

lll. Aceleracao Centripeta

De acordo com a primeira lei de Newton, se € nula a forga resultante sobre
uma particula, ela s6 pode estar parada ou em movimento retilineo uniforme num
referencial inercial.

Por outro lado, como ja discutimos, no movimento circular uniforme, dados dois
instantes de tempo genéricos t; e t,, as correspondentes velocidades lineares v(t;) e
v(t,) sdo diferentes, ou seja, no intervalo de tempo At = t, — t4, existe variacdo da
velocidade linear. Desse modo, a particula tem uma aceleragao.

v(ts)

ALY

Fig.B(a) (k)

Além disso, como v(ty) = v(ty), isto €, como o mddulo do vetor velocidade linear
€ constante, o vetor aceleragao nao pode ter componente ao longo da diregao do vetor
velocidade linear. Portanto, o vetor aceleragéo (instantanea) da particula, em qualquer
instante de tempo, deve ser perpendicular ao correspondente vetor velocidade linear.
Em outras palavras, deve apontar sempre para o centro da trajetéria. Por isso, a
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aceleragao da particula com movimento circular uniforme é chamada de aceleragao
centripeta. O médulo da aceleragao centripeta é dado por:

aczﬁ

em que v representa o modulo da velocidade linear da particula e R, o raio da
trajetéria. Para demonstrar essa expressao, consideremos a Fig.6(a), que representa
os vetores velocidade linear e aceleragao centripeta para uma particula em movimento
circular uniforme, nos instantes t; e t,, quando ela se encontra, respectivamente, nas
posicoes A e B. O triangulo com vértices nos pontos O, A e B tem dois lados iguais, de
comprimento R, que fazem, entre si, um angulo 6. O triangulo formado pelos vetores
v(ty), v(t;) e Av (Fig.6(b)), em que Av = v(t;) — v(t;), também tem dois lados iguais, de
comprimento v, que fazem, entre si, um angulo 6. Desse modo, esses dois triangulos
sao semelhantes. Por outro lado, estamos interessados no modulo da aceleragao
instantanea e, por isso, devemos considerar o limite t, — t4, isto €, 6 — 0. Nesse limite,
o arco de circunferéncia entre os pontos A e B se confunde com a corda entre os
mesmos pontos e podemos dizer que ambos tém comprimento vAt. Assim, temos:

R v
VAt |Av]|
ou:
|Av]| v?
At R

O lado esquerdo da ultima expressao, no limite t, — t1, € exatamente o modulo
da aceleracao centripeta. Portanto, a demonstracao esta completa.

Em termos do modulo da velocidade angular, o moédulo da aceleragao
centripeta é dado por:

——
MAC DIREITA,

Fig.7

Expressoes Vetoriais

Dados os vetores A e B, o produto vetorial de A por B, representado por A x B,
€ um vetor C (Fig.7), cujo modulo é dado por:
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C=ABsend

em que 6 € o angulo entre A e B. A diregdo do vetor C é perpendicular ao plano que
contém os vetores A e B e o sentido € dado pela regra da mé&o direita.

A regra da méo direita pode ser enunciada do seguinte modo: colocando os
dedos da méao direita com a diregdo e o sentido do vetor A e girando-os para que
figuem com a direcdo e o sentido do vetor B, o polegar, que faz o papel de eixo de
rotacgao, indica o sentido do vetor C.

PARTICULA,

Fig.8

Escrevendo R para o vetor com origem no centro da trajetéria e extremidade na
posicdo ocupada pela particula (Fig.8), levando em conta que o vetor o é
perpendicular ao plano da trajetéria, com sentido dado pela regra da mao direita, e
levando em conta que o vetor aceleracao centripeta tem a mesma diregcao que o vetor
R, mas sentido contrario, correspondentemente as expressdes para os moédulos da
velocidade linear e da acelerago centripeta, v = oR e ac = ®°R, temos as relagdes:

v=mx R

dc = O XV

Fig.9(a) (k)

Exercicio 1

Desenhe uma circunferéncia com 10 cm de raio e sobre ela assinale dois
pontos, como A e B, relativamente proximos um do outro (Fig.9(a)). Nesses pontos,



desenhe flechas de 4 cm de comprimento para representar as respectivas velocidades
lineares v, € vg de uma particula em MCU.

Transporte a flecha que representa a velocidade vg paralelamente a si mesma,
de modo que sua origem coincida com a origem da flecha que representa a velocidade
Vy, € represente, também por uma flecha, o vetor Av = vg — va.

O vetor aceleracéo centripeta tem a mesma diregdo e o0 mesmo sentido que o
vetor Av e ambos devem apontar para o centro da trajetéria circular da particula em
MCU. Discuta o resultado do seu desenho quanto a dire¢cao esperada de Av.

Repita todo o procedimento descrito acima tomando pontos A e B cada vez
mais préximos um do outro. Compare cada novo resultado com aqueles obtidos antes.

Discuta o caso limite em que os pontos A e B estdo tado préximos um do outro
que se confundem.

Discuta a relagdo de todo esse procedimento com a definigdo rigorosa de
aceleragao centripeta como um processo de limite.

Exercicio 2

Um disco gira com velocidade angular constante num dado referencial. O ponto
A esta a 10 cm do eixo e o ponto B estd a 30 cm do eixo. Diga para que ponto € maior
(a) o médulo da velocidade angular, (b) o médulo da velocidade linear e (¢) o mdédulo
da aceleragao centripeta.

Exercicio 3

A hélice de um ventilador da 900 voltas por minuto num referencial fixo no
ventilador. Calcule o médulo da aceleracdo de um ponto da hélice que esta a 15 cm do
eixo de rotagéo.

IV. Forga Centripeta

Uma particula com movimento circular uniforme tem uma aceleracéo centripeta
cujo modulo é dado por:

em que v representa o médulo da sua velocidade linear e R, o raio da trajetéria. Entéo,
pela segunda lei de Newton, a forca resultante sobre a particula (de massa m),
chamada forga centripeta, tem maodulo:

Exercicio 1

Um adulto brinca com uma criangca de 25 kg, fazendo-a girar numa
circunferéncia de 1 m de raio num referencial fixo no solo. A crianca da uma volta a
cada 2 segundos. Calcule o modulo da forga centripeta que o adulto exerce na
crianga.



Exercicio 2

Em um referencial fixo no solo, um balde se move na vertical, em MCU, com
velocidade linear de médulo v. Uma pedra, colocada no interior do balde, permanece
sempre em contato com o fundo do balde. (a) Calcule o médulo, a direcéo e o sentido
da forga que o balde exerce sobre a pedra no ponto mais alto da trajetéria. (b) Calcule
0 moédulo, a direcédo e o sentido da forga que o balde exerce sobre a pedra no ponto
mais baixo da trajetéria. (c) Calcule o valor minimo de v para que seja verdadeira a
hipétese de que a pedra permanece sempre em contato com o fundo do balde.

Exercicio 3

Um automovel com massa de 750 kg percorre uma curva circular plana e
horizontal com um raio de 50 m. O coeficiente de atrito estatico entre os pneus do
automovel e a pista vale p = 0,8. (a) Calcule a intensidade maxima da forga de atrito
exercida pela estrada sobre os pneus. (b) Considere um referencial fixo no solo e
calcule o valor maximo do médulo da velocidade do automével para que ele faga a
curva sem derrapar.

V. Forga Centrifuga

Para discutir a forga centrifuga, vamos considerar certo fenbmeno num
referencial inercial, em que existe forga centripeta e nao existe forga centrifuga, e o
mesmo fendmeno num referencial n&o inercial, em que existe forga centrifuga e ndo
existe forga centripeta.

Referencial Inercial

Num referencial inercial, como aquele representado por S na Fig.10, um disco
gira, na horizontal, com velocidade angular constante. A origem desse referencial
coincide com o centro do disco e um de seus eixos cartesianos coincide com o eixo de
rotacao.

C=——> SENTIDO DE
ROTAGAOD

Fig.10

Sobre o disco e em repouso relativamente a ele, existe um bloco. No
referencial S, o movimento do bloco € um movimento circular uniforme. Entao, a forca
resultante sobre o bloco é a forga centripeta e tem maodulo:



em que m, v e R representam, respectivamente, a massa, o modulo da velocidade
linear e o raio da trajetéria circular do bloco.

Nesse referencial inercial atuam, sobre o bloco, trés forgas: a forga peso, mg,
vertical e apontando para baixo, a forgca normal, N, vertical e apontando para cima, € a
forca de atrito estatico, Fa, horizontal e apontando para o centro O da trajetéria. Como
0 bloco n&do se move ao longo da direcéo vertical, a segunda lei de Newton garante
que a soma vetorial da forca peso com a forga normal é zero. Assim, a forca de atrito
estatico, que a superficie do disco exerce sobre o bloco, é a resultante das forgas que
atuam sobre o bloco e é, portanto, a forga centripeta que causa o seu movimento
circular uniforme:

FC=FA

Se pudéssemos fazer desaparecer a forca de atrito estatico, a segunda lei de
Newton garante que, a partir desse instante, o movimento do bloco seria um
movimento retilineo uniforme, pelo menos enquanto estivesse sobre o disco. Assim, o
movimento do bloco é circular e uniforme porque a forga de atrito estatico causa uma
aceleracao centripeta de modulo constante.

A forga peso do bloco, de natureza gravitacional, € a forca que a Terra exerce
sobre o centro do bloco. A correspondente forga de reacdo, no sentido da terceira lei
de Newton, é a forga, também de natureza gravitacional, que o bloco exerce sobre o
centro da Terra.

A for¢a normal, de natureza eletromagnética, é a forga vertical que a superficie
do disco exerce sobre o bloco. A correspondente forca de reagdo, no sentido da
terceira lei de Newton, € uma forga também vertical, de natureza eletromagnética, que
o bloco exerce sobre a superficie do disco.

A forca de atrito estatico, de natureza eletromagnética, é a forga horizontal que
a superficie do disco exerce sobre o bloco. A correspondente forga de reagao, no
sentido da terceira lei de Newton, é uma forga de atrito também horizontal, de natureza
eletromagnética, que o bloco exerce sobre a superficie do disco.

7 SENTIDO
g DE ROTACAD

Fig.11

Referencial Nao Inercial

Um referencial fixo no bloco como, por exemplo, aquele representado por S* na
Fig.11, € um referencial ndo inercial porque gira no referencial inercial S.
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A forga peso, mg, vertical e apontando para baixo, a forga normal, N, vertical e
apontando para cima, e a forca de atrito estatico, Fa, horizontal e apontando para o
eixo de rotac&o do disco, continuam agindo sobre o bloco.

Vamos impor que a segunda lei de Newton seja valida no referencial nao
inercial S*. Entao, como o bloco esta em repouso nesse referencial, podemos afirmar
que a resultante das forgas que atuam sobre ele é zero. Isto significa que a soma
vetorial das forcas que atuam na vertical é zero e que a soma vetorial das forgcas que
atuam na horizontal também ¢é zero. Na vertical, a soma vetorial da forca peso com a
forca normal é zero. Na horizontal, contudo, deve existir outra forgca atuando sobre o
bloco, de modo que sua soma vetorial com a for¢ca de atrito estatico seja zero. Em
outras palavras, deve existir, atuando sobre o bloco, uma forga horizontal com o
mesmo moédulo e a mesma direcdo que a forga de atrito estatico, isto é, a direcao da
reta que passa pelo centro do disco e pelo bloco, mas sentido contrario, isto &,
apontando do centro do disco para o bloco. Essa forga, que s6 existe no referencial
nao inercial, € a for¢a centrifuga, Fce. Sendo assim, temos, em médulo:

Fcr = Fa

A forca de atrito estatico entre duas superficies em contato s6 existe se essas
superficies, embora em repouso relativo, tenham a tendéncia de se mover uma em
relacdo a outra. Assim, a realidade da forga centrifuga no referencial ndo inercial, vem
da tendéncia do bloco se mover em relagédo ao disco no sentido de se afastar do seu
centro, tendéncia essa causada pela forga centrifuga, e € por isso que aparece,
simultaneamente, a forga de atrito estatico.

Ja discutimos acima as forcas de reagao, no sentido da terceira lei de Newton,
para as forcas peso, normal e de atrito estatico. Para a forga centrifuga, contudo, nao
existe uma forca de reacdo. No referencial n&o inercial S*, a forgca centrifuga e a forca
de atrito estatico tém maodulos iguais, diregdes iguais e sentidos opostos, mas nem por
isso constituem um par agido-reagdo porque atuam sobre 0 mesmo corpo e sao de
naturezas diferentes: a forga de atrito estatico € de carater eletromagnético e a forga
centrifuga, um efeito devido ao carater n&o inercial do referencial usado para
descrever o movimento do bloco e que ndo pode ser associado a qualquer interagéo
fundamental.

Como discutimos acima, a forga centrifuga tem o mesmo mdédulo que a forga
de atrito estatico e como discutimos mais acima, a for¢ca centripeta tem também o
mesmo modulo que a forga de atrito estatico. Assim, a forga centrifuga (que existe
num referencial ndo inercial) e a forga centripeta (que existe num referencial inercial)
tém o mesmo médulo e podemos escrever:

em que v representa o modulo da velocidade linear do bloco medido no referencial
inercial S e R, o raio da trajetdria correspondente.

Especificar um referencial significa estabelecer como um sistema de trés eixos
ortogonais esta disposto em relagdo aos corpos que participam do fendmeno que se
quer descrever. A escolha do referencial € completamente arbitraria, mas a escolha se
reflete no modo como o fendmeno é descrito. A primeira lei de Newton estabelece a
existéncia dos referenciais inerciais. Por isso, estabelece também, indiretamente, a
existéncia de referenciais ndo inerciais. A segunda lei pode ser considerada valida em
todos os referenciais. Contudo, ao considera-la valida em referenciais nao inerciais,
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temos que aceitar a existéncia de forcas que ndo podem ser associadas a qualquer
interacdo fundamental. A terceira lei de Newton ndo vale para referenciais nao
inerciais.

Exercicio 1

Discuta a seguinte frase: a primeira lei de Newton estabelece a existéncia dos
referenciais inerciais.

Exercicio 2

Enquanto um automével percorre uma curva plana de uma estrada, seus
ocupantes sdo jogados em diregao a lateral do veiculo. Discuta esse fendbmeno num
referencial inercial fixo no solo e num referencial n&o inercial fixo no automovel.
VL. Imponderabilidade

Consideremos outro exemplo de MCU: em um referencial inercial fixo no centro
da Terra, um objeto de massa m, como um satélite artificial, descreve uma orbita
circular de raio R ao redor da Terra, de massa M (Fig.12).

o

ORBITA,

Fig.12

Como a orbita é circular, a forga gravitacional que a Terra exerce sobre o
objeto, isto &, a forca peso do objeto, atua como for¢a centripeta. Por isso, podemos
escrever, em modulo:

em que G representa a constante universal da gravitagdo. Dessa forma, o raio da
orbita fica dado por:

M
R=G—
V2
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Esta expressdo mostra que o raio da oOrbita do objeto ao redor da Terra
depende de G, uma constante universal, de M, a massa da Terra, e de v, 0 médulo da
velocidade linear orbital do objeto.

O raio da érbita ndo depende da massa do objeto que descreve essa Orbita.
Sendo assim, um astronauta e a nave espacial dentro da qual ele se encontra podem
ter a mesma orbita, desde que ambos tenham a mesma velocidade linear orbital
(Fig.13). Entdo, num referencial fixo na nave, o astronauta permanece em repouso. O
astronauta parece flutuar dentro da nave. Este fenbmeno é o que se chama de
imponderabilidade.

ORBITA

Fig.13

Imponderabilidade nao significa falta de gravidade ou falta de peso, ja que séo
justamente os pesos dos objetos (astronauta e nave, neste caso) que fazem o papel
de forgas centripetas para garantir que as respectivas orbitas sejam circulares.

Exercicio 1

No interior de uma nave espacial, na condicdo de imponderabilidade, um
astronauta tem, em suas maos, dois corpos esféricos com aparéncias externas
idénticas. Contudo, um ¢é feito de aluminio e o outro, de chumbo. Discuta como o
astronauta pode determinar a composi¢cédo dos corpos sem causar-lhes qualquer dano.

Exercicio 2

Discuta como pode ser a chama de uma vela no interior de uma nave espacial,
na condicdo de imponderabilidade.

Exercicio 3

Um avido se desloca na horizontal, a uma altitude de 10 km acima do nivel do
mar, com velocidade constante num referencial fixo na Terra. Discuta a possibilidade
dos seus ocupantes experimentarem a condigao de imponderabilidade.

Exercicio 4

Discuta a possibilidade dos ocupantes de um avidao que se desloca na vertical
experimentarem a condigdo de imponderabilidade.
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VII. Movimento da Lua ao Redor da Terra

Considerando um referencial inercial fixo no centro da Terra, vamos mostrar
agora que a Lua cai na diregao da Terra, porém sem jamais alcan¢a-la.

Consideremos certo intervalo de tempo At durante o qual a Lua se movimenta
de A para B (Fig.14) sobre o arco de circunferéncia tracejado. Como estamos
interessados em tomar os pontos A e B muito proximos um do outro, esse movimento
pode ser pensado como a soma de dois movimentos simultdneos e aproximadamente
perpendiculares: um movimento retilineo uniforme (MRU), de A para C, e um
movimento retilineo uniformemente variado (MRUV), de C para B. Este ultimo,
aproximado, ja que a aceleracao correspondente, sendo a aceleragao gravitacional, s6
€ aproximadamente constante.

TERRA

Fig.14

O tridngulo AOC é um triangulo retdngulo com o angulo reto em A. Entao, pelo
teorema de Pitagoras:

(R+h)? =R?+d?
ou:
d? =2Rh+h?

em que h representa a distancia entre B e C e d representa a distancia entre A e C.

Como estamos tomando os pontos A e B muito préoximos um do outro,
podemos considerar h << R, de modo que também h? << Rh e podemos desprezar o
segundo termo do lado direito da igualdade na expressao acima e escrever, de modo
aproximado:

d? ~2Rh

Levando em conta que o movimento de A para C ¢ um MRU e o movimento de
C para B ¢ um MRUV (aproximado), temos:

d=VAt
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em que Vv representa o modulo da velocidade linear orbital da Lua e ac, o moédulo da
sua aceleragao centripeta.
Com estes resultados, a equacgao acima fica:

vZ(At)? » 2R(1ag )(At)?
e dai:

a —V2
c =
R

Se os pontos A e B, considerados até aqui como estando muito préoximos um
do outro, forem considerados infinitesimalmente proximos, ou seja, se tomarmos o
limite em que A tende para B ou, 0 que da no mesmo, se tomarmos o limite em que At
tende a zero, os dois movimentos considerados (de A para C e de C para B) passam a
ser realmente perpendiculares entre si.

Além disso, nesse limite, o movimento de C para B passa a ser um MRUV
exato e todas as expressdes matematicas aproximadas escritas acima também se
tornam exatas.

Em particular, o médulo da aceleracgao, ac, fica exatamente igual a v?/ R, como
deve ser, ja que representa 0 modulo da aceleragao centripeta do MCU descrito pela
Lua ao redor da Terra.

Considerando um intervalo de tempo infinitesimal, o MRUV de C para B pode
ser considerado como um movimento de queda da Lua em direcdo ao centro da Terra
porque é vertical e causado pela forga gravitacional da Terra sobre a Lua. Contudo,
apesar deste movimento de queda, a Lua n&o se aproxima da Terra mais do que o
suficiente para compensar o seu afastamento devido ao MRU de A para C. Portanto, a
Lua cai em diregao ao centro da Terra, mas n&o se aproxima dele porque existe outro
movimento que tende a afasta-la deste mesmo centro. Os dois movimentos se
compensam e a Lua descreve um MCU com aceleragéo centripeta de médulo dado
por ac = V?/R.

Exercicio

Numa aula da Fisica, um aluno pergunta a professora o que mantém os
satélites artificiais em 6rbita. Discuta uma resposta a essa questao.

VIIl. Forga de Coriolis

A forga de Coriolis, como a forga centrifuga, é um efeito devido ao carater nao
inercial do referencial adotado para descrever o movimento e ndo pode ser atribuida a
qualquer interagdo fundamental.

Os efeitos da forca de Coriolis podem ser observados, por exemplo, no
movimento dos ventos em volta dos centros de baixa pressédo e na rotacdo do plano
de oscilacdo de um péndulo simples (péndulo de Foucault).

Para compreender como aparece a forga de Coriolis, vamos considerar o
movimento plano de uma particula em dois referenciais diferentes, um referencial
inercial S (eixos X e Y) e um referencial n&o inercial S* (eixos X* e Y*).

O referencial nao inercial S* gira em sentido anti-horario, com velocidade
angular o, em relagéo ao referencial inercial S. Os dois referenciais tém origens no
mesmo ponto e o eixo ao redor do qual o referencial S* gira passa por esse ponto e é
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perpendicular ao plano dos eixos X e Y e também perpendicular ao plano dos eixos X*
e Y* (Fig.15).

Vamos considerar também que, no referencial inercial S, a particula se
movimenta em MRU sobre o eixo X, deslocando-se do ponto A ao ponto B durante o
intervalo de tempo At. Além disso, no instante em que a particula se encontra no ponto
A, os eixos X e X* coincidem, assim como coincidem os eixos Y e Y*.

A
oo T
By
g ﬁB* .
B e e
— A
.--ll'l"é
=0 A BE=C* LA 4
—d —
Fig.15

Durante o intervalo de tempo At, durante o qual a particula se desloca do ponto
A ao ponto B no referencial S, ela se desloca do ponto A* ao ponto C* no referencial
S*, com um movimento curvilineo que pode ser decomposto em um MRU, do ponto A*
ao ponto B* sobre o eixo X*, e um MRUV, do ponto B* ao ponto C*, na dire¢cado do eixo
Y* e em sentido contrario aquele considerado como positivo para esse eixo.

No referencial S*, a velocidade da particula entre os pontos A* e B* tem mddulo
constante dado por:

Vi=—
At

Por outro lado, neste referencial, os pontos A e B tém velocidades com
modulos:

% %

vg = 0Rg

em que R,* representa a distdncia do ponto A* a origem do referencial e Rg*
representa a distancia do ponto B* a origem do referencial. Sendo assim, a distancia
d* percorrida pela particula no seu MRUV entre os pontos B* e C* pode ser escrita de
duas maneiras:

d* = VAt +1a* (At)?

d* = oRg At
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de modo que:

oRgAt = VAt +Ta* (At)?

Aqui, a* representa o médulo da aceleracdo ao longo da trajetoria curvilinea
entre os pontos B* e C*. Essa aceleracao tem a diregcao do eixo Y* e sentido contrario

aquele escolhido como positivo para ele.
Agora, como:

* *
* * *
segue-se que:

a*=2ov*

A aceleracao a*, cujo médulo é dado pela expressao acima, é perpendicular as
direcdes das velocidades v* e o e pode ser escrita, de forma mais geral, do seguinte
modo:

a*=2v*xw

Esta aceleragao s6 aparece quando o movimento da particula é observado em
um referencial nao inercial.

Caso a particula tenha massa m, a forca associada a essa aceleracao,

chamada de forga de Coriolis, é dada por:

F=2mv*xw

Os efeitos da forca de Coriolis podem ser observados no movimento dos
ventos em volta dos centros atmosféricos de baixa pressao e também na rotacio do
plano vertical de oscilagdo de um péndulo simples num referencial fixo na superficie
da Terra (péndulo de Foucault).

? WERTICAL | ; EIX0 DA TERRA,
: LOCAL:

2V X @

R d o
/ PLAND
HORIZOMTAL
: N J"’ LOCAL
M

Fig.16(a) {s)
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Sob certas condi¢cbes, uma dada regido da atmosfera pode ter uma presséo
abaixo da pressao atmosférica normal. Nestas condi¢des, o ar da vizinhancga flui para
esta regido de baixa pressao e as moléculas tém sua velocidade ao longo das linhas
de fluxo desviadas para a esquerda, no Hemisfério Sul, por efeito da forga de Coriolis.
Com isso, formam-se redemoinhos com grandes quantidades de ar girando para a
direita (Fig.16(a) e (b)).

Do mesmo modo que grandes quantidades de ar sdo desviadas para a
esquerda no Hemisfério Sul, a particula que constitui um péndulo simples também é
desviada, de modo que o plano de oscilagdo gira ao redor de um eixo vertical em
sentido anti-horario (Fig.17). O efeito da forga de Coriolis sobre o plano de oscilagéo
de um péndulo simples foi demonstrado por Foucault em 1851, em Paris, com um
péndulo de 67 m de comprimento, cujo plano de oscilagdo girava pouco mais que 11°
por hora.

M

al ;:':’_3&.2
5
Fig.17

No Hemisfério Norte, os desvios devido a forca de Coriolis tém sentidos
contrarios aqueles que ocorrem no Hemisfério Sul.

Exercicio

Na Amazénia, um indio se coloca exatamente sobre a linha do Equador e
dispara, na horizontal, uma flecha em direcdo ao Norte e outra em dire¢do ao Leste.
As duas flechas percorrem 200 m em 5 s. (a) Calcule o0 médulo do peso de cada flecha
sabendo que sua massa € de 0,2 kg. (b) Determine o médulo, a diregao e o sentido da
forca de Coriolis sobre cada flecha. (c) Compare os resultados dos itens (a) e (b). (d)
Determine o valor do desvio de cada flecha devido a forga de Coriolis.
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MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES

l. Introducao

Oscilar significa mover-se de um lado para outro, movimentar-se em sentidos
opostos, alternadamente, mover-se, tornando a passar (ao menos aproximadamente)
pelas mesmas posigcdes. Assim, uma particula que se movimenta para frente e para
tras ao redor de um ponto dado esta em um movimento oscilatério. Periddico significa
que se repete com intervalos regulares. Assim, uma particula que se movimenta de
modo que, em intervalos de tempos iguais, 0 movimento se repete identicamente, esta
em um movimento periddico. Uma particula que se movimenta para frente e para tras,
ao redor de um ponto fixo, e para a qual o movimento se repete identicamente em
intervalos de tempo iguais, estd em um movimento periddico oscilatorio.

Il. MHS como Projegao do MCU

O movimento harmoénico simples (MHS) é um tipo particular de movimento
periodico oscilatério em que a particula se move, num dado referencial, sobre uma
reta, de modo que a intensidade da forgca que tende a leva-la ao ponto fixo nesse
mesmo referencial cresce na mesma propor¢cao em que aumenta o seu afastamento
deste mencionado ponto fixo.

LULL YT Lz

PARTICULS EM MCU

|~
A SOMERA EM WMHS

- A o + A ht

Fig.1

O movimento harménico simples pode ser visto como a projegao ortogonal do
movimento circular uniforme (MCU) sobre qualquer didmetro (ou qualquer reta paralela
a qualquer didmetro) da circunferéncia que constitui a trajetoria da particula no
referencial considerado. Como exemplo concreto (Fig.1), podemos imaginar uma
particula em MCU num plano vertical, com luz incidindo verticalmente, de cima para
baixo. A sombra da particula, numa superficie horizontal, descreve um MHS.
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A grandeza x, que representa a posi¢cao da particula no MHS, é chamada de
elongacao. Em outras palavras, a elongacéo é a distancia da particula a origem do
eixo X com um sinal que, se é positivo, indica que a particula se encontra na porgao
positiva do eixo X, e se é negativo, indica que a particula se encontra na porcao
negativa do eixo X. A distancia A, que vai da origem do eixo X até qualquer um dos
pontos de retorno da particula, € chamada de amplitude. A amplitude do MHS tem o
mesmo valor que o raio da trajetéria da particula no MCU correspondente.

Exemplo 1

Para explorar a idéia do MHS como projecao ortogonal do MCU, vamos discutir
0 conceito de elongacado. Para isso, desenhamos uma circunferéncia com raio de
aproximadamente 10 cm, assinalamos 16 pontos equidistantes sobre a circunferéncia
e identificamos esses pontos pelos numeros 0, 1, 2, 3, ... 15 (Fig.2). Na sequéncia,
projetamos esses pontos sobre o didmetro horizontal, por onde fazemos passar o eixo
X do referencial considerado (com origem no centro da circunferéncia) e identificamos
as projecdes pelos mesmos numeros com asterisco.

A

-1

D'.’r

]
—_
[y}

12
Fig.2

Os pontos indicados pelos numeros de zero a 15 representam posi¢cdes de
uma particula em MCU. Os pontos indicados pelos mesmos numeros com asterisco
representam posicdes de uma particula em MHS.

No caso da particula em MHS, a distancia da origem O ao ponto 0* é sua
elongacao x,, a distancia da origem O ao ponto 1* é sua elongacao x4, a distancia da
origem O ao ponto 2* é sua elongacao x,, a distancia da origem O ao ponto 3* é sua
elongacgao xs, € assim por diante.
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Na Fig. 2, podemos observar que, a partir do quinto ponto, os valores das
elongacodes se repetem e também que as elongacdes associadas aos pontos 5%, 67,
7*, 8%, 9%, 10* e 11* s&do negativas porque as correspondentes posi¢cdes da particula
em MHS estdo na porgéo negativa do eixo X.

A particula em MCU percorre a distancia entre dois pontos adjacentes da sua
trajetéria num intervalo de tempo:

A=
16

em que T representa o periodo do seu movimento. Neste mesmo intervalo de tempo, o
angulo varrido pela linha que vai da particula em MCU até o centro da sua trajetéria,
em radianos, é:

oy -2
16

Podemos medir, com uma régua, os valores das elongag¢des na Fig.2 e, com 0s
dados obtidos, construir o grafico da elongacao da particula em MHS em fung¢ao do
angulo varrido pela linha que vai da particula em MCU até o centro da sua trajetéria,
tomando 6, como unidade (Fig.3).

*

2 4 B B 10 12 14 16 at(ey,)

Fig.3

A Fig.3 representa o grafico da elongacédo de uma particula em MHS para um
intervalo de tempo igual ao periodo do movimento. A partir dai, a forma do grafico se
repete periodicamente. O grafico obtido corresponde ao grafico da fungdo cosseno da
Trigonometria.

Sendo assim, se a posi¢ao inicial da particula em MHS é aquela representada
por 0* na Fig.2, a funcao x(t), que representa a elongacgéo da particula, € proporcional
a cos ot:

X(t) o« cos wt

No contexto do MCU, a letra grega o representa o médulo da velocidade
angular da particula. No contexto do MHS, a mesma letra representa a freqliéncia
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angular. Esta grandeza esta relaciona com a frequéncia f do movimento pela seguinte
relagdo, que demonstraremos mais tarde:

o = 2xf
Exemplo 2

Continuando a explorar a idéia do MHS como projeg¢do ortogonal do MCU,
vamos discutir o conceito de velocidade. Para isso, desenhamos novamente uma
circunferéncia com raio de aproximadamente 10 cm, assinalamos 16 pontos
equidistantes sobre a circunferéncia e identificamos esses pontos pelos numeros 0, 1,
2, 3, ... 15. Na sequéncia, projetamos esses pontos sobre o didmetro horizontal, por
onde fazemos passar o eixo X do referencial considerado (com origem no centro da
circunferéncia) e identificamos as proje¢des pelos mesmos niumeros com asterisco. Os
pontos indicados pelos numeros de zero a 15 representam posi¢cdes de uma particula
em MCU. Os pontos indicados pelos mesmos numeros com asterisco representam
posi¢coes de uma particula em MHS (Fig.4).

A partir dos pontos sobre a circunferéncia, desenhamos flechas com
aproximadamente 3 cm de comprimento para representar os correspondentes vetores
velocidades lineares, vy, V4, Vo, V3, etc., da particula em MCU. As flechas devem ter o
mesmo tamanho e devem tangenciar a circunferéncia nos pontos considerados.

b
4
o] f
5]
7
A
9] W
q 15
10 14
11 13
12
Fig.4

Agora, projetamos ortogonalmente cada uma das 16 flechas sobre o eixo X. As
projecbes, indicadas por vp*, v¢*, Vo*, v3¥, etc., representam os correspondentes
vetores velocidades da particula em MHS. As flechas sobre o eixo X tém tamanhos
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diferentes, indicando que o modulo da velocidade da particula em MHS varia no
tempo.

Na Fig. 4, podemos observar que, a partir do quinto ponto, os tamanhos das
flechas no eixo X se repetem e também podemos observar que as flechas associadas
aos pontos 0* e 8* tém comprimento zero, indicando que as correspondentes
velocidades da particula em MHS s&o nulas. Além disso, as flechas associadas aos
pontos 1%, 2%, 3%, 4%, 5%, 6 e 7* tém sentido oposto aquele convencionado como
positivo para o eixo X.

Podemos medir, com uma régua, os comprimentos das flechas sobre o eixo X
e, com os dados obtidos, construir o grafico do moédulo e do sentido da velocidade da
particula em MHS em funcdo do angulo varrido pela linha que vai da particula em
MCU até o centro da sua trajetéria, tomando, novamente, 6,, dada pela expressao:

.
16

como unidade (Fig.5). O sentido de cada velocidade é indicado pelo sinal positivo ou
negativo, conforme o vetor velocidade correspondente tenha o mesmo sentido ou o
sentido oposto aquele convencionado como positivo para o eixo X.

2 4 B 8 10 12 14 16 wt(ey,)

Fig.5

A Fig.5 representa o grafico do médulo e do sentido da velocidade de uma
particula em MHS para um intervalo de tempo igual ao periodo do movimento. A partir
dai, a forma do gréfico se repete periodicamente. O grafico obtido corresponde ao
grafico da fungao seno da Trigonometria, com o sinal negativo.

Sendo assim, se a posigao inicial da particula em MHS é aquela representada
por 0* na Fig.4, a fungéo v(t), que representa o mdédulo e o sentido da velocidade
instantanea, é proporcional a — sen ot:

v(t) oc —senwt

Exemplo 3

Continuando a explorar a idéia do MHS como projegdo ortogonal do MCU,
vamos discutir o conceito de aceleragcdo. Para isso, desenhamos novamente uma

circunferéncia com raio de aproximadamente 10 cm, assinalamos 16 pontos
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equidistantes sobre a circunferéncia e identificamos esses pontos pelos numeros 0, 1,
2,3,...15.

Na sequéncia, projetamos esses pontos sobre o didmetro horizontal, por onde
fazemos passar o eixo X do referencial considerado (com origem no centro da
circunferéncia) e identificamos as proje¢des pelos mesmos niumeros com asterisco. Os
pontos indicados pelos numeros de zero a 15 representam posi¢cbes de uma particula
em MCU. Os pontos indicados pelos mesmos numeros com asterisco representam
posicdes de uma particula em MHS.

A partir dos pontos sobre a circunferéncia, desenhamos flechas com
aproximadamente 3 cm de comprimento para representar os correspondentes vetores
aceleragdes centripetas, a,, a;, a,, as, etc., da particula em MCU. Todas as flechas
devem ter o mesmo tamanho e todas devem apontar para o centro da circunferéncia

(Fig.6).

-1

iw]
—=
[ay |
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Fig.6

Agora, projetamos ortogonalmente cada uma das 16 flechas sobre o eixo X.
Essas proje¢des, indicadas por ag*, a+*, a,*, as*, etc., representam os correspondentes
vetores aceleragdes da particula em MHS. Na Fig.6, ndo desenhamos a;* para que o
desenho ficasse mais claro.

As flechas sobre o eixo X tém tamanhos diferentes, indicando que o médulo da
aceleragao da particula em MHS varia no tempo.

Na Fig. 6, podemos observar que, a partir do quinto ponto, os tamanhos das
flechas no eixo X se repetem e também podemos observar que as flechas associadas
aos pontos 4* e 12* tém comprimento zero, indicando que as correspondentes
aceleragdes da particula em MHS sao nulas. Além disso, as flechas associadas aos
pontos 0%, 1%, 2* 3*, 13%, 14* e 15* tém sentido oposto aquele convencionado como
positivo para o eixo X.
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Podemos medir, com uma régua, os comprimentos das flechas sobre o eixo X
e, com os dados obtidos, construir o grafico do médulo e do sentido da aceleragao da
particula em MHS em funcdo do angulo varrido pela linha que vai da particula em
MCU até o centro da sua trajetéria, tomando, ainda mais uma vez, 6,, dada pela
expressao:

.
16

como unidade (Fig.7). O sentido de cada aceleragao é indicado pelo sinal positivo ou
negativo, conforme o vetor aceleragdo correspondente tenha o mesmo sentido ou o
sentido oposto aquele convencionado como positivo para o eixo X.

Fig.7

A Fig.7 representa o grafico do médulo e do sentido da aceleragédo de uma
particula em MHS para um intervalo de tempo igual ao periodo do movimento. A partir
dai, a forma do gréfico se repete periodicamente. O grafico obtido corresponde ao
grafico da fungao cosseno da Trigonometria, com o sinal negativo.

Sendo assim, se a posi¢ao inicial da particula em MHS é aquela representada
por 0* na Fig.6, a funcdo a(t), que representa o modulo e o sentido da aceleracao
instantanea, é proporcional a — cos wt:

a(t) o« —cos mt

lll. Relagbes Matematicas

A partir dos trés exemplos discutidos acima, baseados na idéia do movimento
harménico simples como uma projeg¢ao ortogonal de um movimento circular uniforme
sobre qualquer didmetro (ou qualquer reta paralela a qualquer didmetro) da
circunferéncia que constitui a trajetéria da particula, pudemos concluir que, nas
condicbes dadas, a fungao que representa a elongagcado da particula em MHS é
proporcional a cos wt:

X(t) o« cos ot
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e a funcéo que representa o modulo e o sentido da velocidade da particula em MHS é
proporcional — sen ot:

v(t) oc —sen wt

e a funcao que representa o médulo e o sentido da aceleragao da particula em MHS é
proporcional a — cos wt:

a(t) <« —cos wt

Para alcangar uma descricdo completa do movimento harménico simples,
precisamos transformar estas trés relacbes de proporcionalidade em igualdades
matematicas. Para fazer isso, vamos formalizar matematicamente a idéia do
movimento harmdnico simples como proje¢do ortogonal de um movimento circular
uniforme.

v e
58 F

o X 3
Fig 8

Se a posi¢ao da particula em MCU, representada pelo ponto Q, e a posi¢ao da
particula em MHS, representada pelo ponto P, coincidem em t = 0, o angulo entre o
segmento OQ e o eixo X no instante posterior t é:

0 = ot

em que o representa o médulo da velocidade angular do MCU (Fig.8). O triangulo
OQP é um triangulo retangulo de modo que podemos escrever:

cos ot :&
A
e dai:
x(t)=Acos ot

Nesta expressao, x representa a elongagdo, o, a frequéncia angular e A, a
amplitude do movimento da particula em MHS.
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Por outro lado, o mdédulo da velocidade linear da particula em MCU pode ser
escrito v, = Ao (Fig.9). O triangulo QMN é um tridngulo retdngulo de modo que
podemos escrever:

vit) V()

senot = —
A Ao

Fig.9

Nesta expressao, introduzimos o sinal negativo para que v(t) represente o
modulo e o sentido do vetor velocidade da particula em MHS. Para 0 < ot < ©, temos
sen ot > 0 e o vetor velocidade tem sentido oposto aquele escolhido como positivo
para o eixo X. Para © < ot < 27, temos sen ot < 0 e o vetor velocidade tem o mesmo
sentido daquele escolhido como positivo para o eixo X. Assim, para qualquer angulo
ot, ou seja, em qualquer instante de tempo considerado, a fungcdo sen wt tem o sinal
contrario aquele que indica o sentido da velocidade v da particula em MHS.

Da expressao acima vem:

v(t)=—Awn senwt

Fig.10

O mddulo da aceleragao centripeta da particula em MCU (Fig.10) é dado por:
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O tridngulo MNQ é um tridngulo retangulo de modo que podemos escrever:

cosot = —~ a(t) _ __a(tg
ac Aw

Nesta expressdo, introduzimos o sinal negativo para que a(t) represente o
maodulo e o sentido da aceleragao da particula em MHS.

Para 0 <ot<n/2epara3n/2 < ot <2xn temos cos ot > 0 e o vetor
aceleragao tem sentido oposto aquele escolhido como positivo para o eixo X.

Paran/ 2 < ot < 3rn/ 2, temos cos ot < 0 e o0 vetor aceleracdo tem 0 mesmo
sentido daquele escolhido como positivo para o eixo X. Assim, para qualquer angulo
ot, ou seja, em qualquer instante de tempo considerado, a fungéo cos wt tem o sinal
contrario aquele que indica o sentido da aceleragao a da particula em MHS.

Da expressao acima vem:

a(t)=— Ao’ cos ot

As expressdes deduzidas acima valem para o caso em que a posicado da
particula em MCU, representada pelo ponto Q, e a posicédo da particula em MHS,
representada pelo ponto P, coincidem em t = 0, isto é, valem para o caso em que:

x(0)=A

Em outras palavras, as expressdes valem para o caso particular em que a
particula comega a ser observada quando se encontra no ponto correspondente a
elongacdo maxima.

Fig.11

Expressfes gerais podem ser escritas do seguinte modo:

28



x(t)=Acos(ot+9)
v(t)=—Awsen(ot+3)
a(t)=—Aw? cos(ot+38)

em que 9§, a fase inicial, esta relacionada a elongacao inicial (Fig.11) pela expressao:
x(0)=Acos?d

Desse modo, a fase inicial permite descrever movimentos harménicos simples
nos quais a posicao inicial da particula ndo coincide com a posicao associada a
elongagao maxima.

IV. Definicao de MHS

Para dar uma definicdo de MHS que seja independente do MCU, podemos
comparar as expressoes deduzidas acima, para a elongagao e para o médulo e o
sentido da aceleragao de uma particula em MHS. Isso permite escrever:

a=-w?x

Entdo, multiplicando os dois lados da igualdade pela massa m da particula e
levando em conta a segunda lei de Newton, obtemos:

F(x)=—Cx
com
C=mo

Aqui, F(x) representa o mddulo e o sentido da forga resultante sobre a
particula. Por isso, podemos dizer que uma particula estda em MHS quando se move
sobre uma linha reta (Fig.12), sob o efeito de uma for¢ca cujo moédulo é proporcional ao
afastamento da particula de um ponto fixo sobre esta reta e dirigida para esse ponto.

PONTO FLG

0! X

Fig.12

Uma forga que, atuando sobre uma particula, tem a propriedade de estar
sempre dirigida a um ponto fixo, € chamada de forga restauradora. A forca que
governa o MHS é uma forga restauradora cujo médulo é proporcional ao afastamento
da particula do ponto fixo considerado.
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Periodo

Periodo é o intervalo de tempo levado pela particula para completar uma
oscilagao. Assim, simbolizando o periodo por T, dessa definicado temos:

x(t)=x(t+T)

Usando a expressdo deduzida acima para a elongagdo de uma particula em
MHS segue-se que:

Acoswt = Acos(ot+ oT)

ou:
cosot =cos(ot+ oT)

Por outro lado, sabemos, da Trigonometria, que a fun¢do cosseno € uma
funcéo periddica:

cos ot = cos (ot + 2n)

de modo que devemos ter:

ol =21
e dai:
r-2n
()]

Esta expressdo mostra que o periodo de oscilagdo de qualquer oscilador
harménico é independente da amplitude do movimento. Por isso, para que o ritmo de
andamento dos ponteiros ndo se altere por efeito de pequenas mudancgas acidentais
na correspondente amplitude de vibracdo, os dispositivos basicos apropriados para
serem usados na construgcido de relogios sao osciladores harménicos. Praticamente
todos os relégios modernos estdo baseados em um tipo ou outro de oscilador
harménico, inclusive osciladores ndo mecanicos.

Frequiéncia

Freqliéncia é o numero de oscilagdes realizadas pela particula por unidade de
tempo. Assim, simbolizando a freqtiéncia por f, dessa defini¢cdo temos:

ou:
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Exercicio 1

Num dado referencial, a posicdo de uma particula em MHS varia com o tempo
segundo o grafico da Fig.13.

()

0.3 fooe

_|:|3 ................................................................

Fig.13
Determine a amplitude, a freqUiéncia e a equacgéo da elongacéo dessa particula
em fungéo do tempo.
Exercicio 2

Num dado referencial, uma particula se move num MHS com a seguinte
equacao horaria:

x(t) = 10005(4nt+§j
com x em metros e t em segundos. (a) Calcule a frequéncia, a amplitude e o periodo
desse movimento. (b) Faga o grafico x contra t e discuta a fase inicial.

Exercicio 3

Calcule o0 médulo da velocidade e o modulo da aceleragao da particula do
exercicio anterioremt =3 s.

Exercicio 4

Um corpo com massa de 5 kg executa um MHS com amplitude de 2 m e
periodo de 6 s. Calcule o valor maximo do médulo da resultante das forcas que atuam
sobre o corpo.
V. Péndulo Simples

Um corpo suspenso por um fio, afastado da posi¢ao de equilibrio sobre a linha
vertical que passa pelo ponto de suspensao, e abandonado, oscila. O corpo e o fio

formam o objeto que chamamos de péndulo. Vamos discutir um modelo chamado de
péndulo simples, construido para descrever um péndulo. Esse modelo é apropriado
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para descrever um péndulo que oscila com amplitude pequena, isto €, com amplitude
muito menor do que o comprimento do fio.

O péndulo simples consiste de uma particula de massa m suspensa por um fio
sem massa e inextensivel de comprimento L (Fig.14). Afastada da posicdo de
equilibrio, sobre a linha vertical que passa pelo ponto de suspenséo Q, e abandonada,
a particula oscila com amplitude A. Se a amplitude é pequena (A << L), a particula
descreve um MHS num referencial fixo no ponto de suspenséao.

'

i

+ A

Fig.14

As forgcas importantes que atuam sobre a particula sdo: a forga peso, P,
exercida pela Terra, e a tensdo, T, exercida pelo fio. Por conveniéncia, podemos
substituir a forca peso pelas duas componentes ortogonais, P4, paralela a dire¢cao
definida pelo fio, e P,, perpendicular a essa diregcdo. Em médulo, temos:

P, =mgcos6
P, =mgsen®

Desse modo, podemos dizer que as forgas que atuam sobre a particula que
forma o péndulo simples sdo P, P, e T.

Como a particula descreve um arco de circunferéncia, a resultante das forgas
ao longo da dire¢ao definida pelo fio atua como forga centripeta e, por isso, deve ter o
mesmo sentido que a tensdo T.

Por outro lado, na diregdo perpendicular aquela definida pelo fio, isto é, ao
longo da trajetéria da particula, atua apenas a forga P,. Estritamente falando, ao longo
desta direcdo atua também a for¢ca de arraste, exercida pelo ar. Contudo, como o
modulo dessa forgca € muito menor do que o modulo da forga P,, ela pode ser
desprezada (e nem foi representada na Fig.14).
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Como ja dissemos acima, a particula de massa m descreve um arco de
circunferéncia. Porém, se a amplitude do movimento é muito menor do que o
comprimento do fio, isto é, se A << L, qualquer que seja o angulo 0, ele sempre &
pequeno (Fig.15).

AL

o
k4

Fig.15

Nesse caso, o0 arco de circunferéncia que forma a trajetéria da particula pode
ser aproximado por um segmento de reta horizontal, sobre o qual fixamos o eixo X,
com origem O onde a vertical tirada do ponto de suspensao Q corta esse eixo. Entao,
dentro dessa aproximacdo, a posi¢ao da particula e os pontos O e Q formam um
triangulo retdngulo (com angulo reto em O) e podemos escrever:

sen6=i
L

O moddulo e o sentido de P,, que é a forga resultante que atua sobre a particula
ao longo da sua trajetoria, podem ser expressos por:

Pz(x)=—(%j X

O sinal negativo aparece porque a forca P, tem o mesmo sentido daquele
escolhido como positivo para o eixo X quando a elongagéo é negativa e tem sentido
contrario quanto a elongacao é positiva.

A expressao acima mostra que, se é pequena a amplitude do movimento da
particula, podemos considerar que ele acontece sobre uma linha reta (o eixo X), sob o
efeito de uma forgca cujo modulo € proporcional a distancia da particula a um ponto fixo
sobre esta linha reta (o ponto O) e dirigida para esse ponto. Em outras palavras, se a
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amplitude é pequena, o movimento da particula que faz parte do péndulo simples € um
MHS.

Sabemos que o mddulo e o sentido da for¢ca que atua sobre uma particula em
MHS sao dados, genericamente, por:

F(x)=—Cx
com
C=mo

e sabemos também que o periodo e a frequéncia do movimento sao dados,
respectivamente, por:

rz
()]
e
=@
7T

Portanto, comparando a expressdo de P,(x) com a expressdo de F(x),
podemos escrever:

c_mg
L

e
w? =9
L

T=2n L
g
e
1 ]9
2n VL

Dado L, o comprimento do péndulo, e g, o modulo da aceleragédo gravitacional
local, se ndo ha qualquer outro agente externo além da for¢ca gravitacional atuando
sobre o péndulo, ele s6 pode oscilar com a freqliéncia dada pela expressdo acima.
Esta freqliéncia caracteristica do péndulo é chamada freqliéncia propria ou frequiéncia
natural de oscilagao.

Como ja discutimos, uma das caracteristicas importantes de qualquer oscilador
harmonico é que o periodo de oscilagdo ndo depende da amplitude do movimento.
Aqui reaparece esta caracteristica ja que a particula que constitui o péndulo simples
descreve um MHS. Mas isto s6 é verdadeiro se a amplitude do movimento € muito
menor do que o comprimento do fio.

Se a amplitude do movimento da particula ndo € muito menor do que o
comprimento do fio, o péndulo ndo pode ser descrito como um oscilador harménico
porque a forga restauradora deixa de ter modulo proporcional a distancia da particula a
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um ponto fixo. Nesse caso, o periodo do movimento depende da amplitude do
movimento de oscilagéo.

Se a amplitude do movimento é muito menor do que o comprimento do fio,
qualquer que seja o angulo 0, ele sempre é pequeno e o arco de circunferéncia que
forma a trajetéria da particula pode ser aproximado por um segmento de reta
horizontal. Entéo, além da expresséo:

sen€)=i
L

podemos escrever também:

senf =06

desde que o angulo 6 seja dado em radianos. Desse modo, podemos dizer que o
periodo do péndulo simples independe da amplitude do movimento porque a forgca de
restituicdo que atua sobre a particula pode ser considerada proporcional a 6, o angulo
entre o fio e a vertical.

No caso em que a amplitude n&o é tdo pequena, devemos levar em conta que
a forca de restituicao ndo é proporcional ao angulo 6, mas, sim, a sen 6. Além disso,
como sen 0 < 0 (se 6 = 0), a forga de restituicdo, nesse caso, € menor do que no caso
anterior, qualquer que seja a posi¢do da particula. Portanto, também o mddulo da
aceleracdo da particula é menor, ela demora mais tempo para completar uma
oscilagao e o periodo do movimento é maior.

Observacgao
Mostramos, acima, que um péndulo simples, de comprimento L, que oscila com

amplitude A, com A << L, tem um movimento harménico simples com periodo dado
pela expresséo:

Esta expressdo pode ser obtida porque a condicdo A << L permite fazer a
aproximacao:

senf = X
L

ou, de modo equivalente:
senf =10

se o0 angulo 0 entre o fio e a vertical € dado em radianos. Entdo, quanto menor for a
amplitude do movimento da particula comparada ao comprimento do fio, mais exata é
esta aproximacao. O erro relativo cometido nessa aproximacédo pode ser calculado
pela expressao:
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. 0-senod
senf

A tabela abaixo da uma idéia do erro relativo cometido na aproximagao.

0 (graus) | 0 (rad) seno e (em %)
10 0,175 0,174 0,575
15 0,262 0,259 1,158
20 0,349 0,342 2,047
25 0,436 0,423 3,073
30 0,524 0,500 4,800
35 0,611 0,574 6,446
Exercicio 1

Da expresséao do periodo do péndulo simples, segue-se que:

2
21
|2
? (Tj

Assim, tomando um péndulo com fio de comprimento L conhecido, cujo
movimento se aproxima do movimento de um péndulo simples, e medindo o periodo T
do seu movimento de oscilagdo, determine g, o médulo da aceleragao gravitacional
local.

Para diminuir o efeito do tempo de reacéo, é conveniente determinar o periodo
medindo, por exemplo, o intervalo de tempo At levado pelo péndulo para completar 10
oscilagdes. Desse modo, se L = 1,00 m e At = 20,23 s vem:

20%
20,23s

2
9=(1,00m)[ J =965m/s”

Um modo de aumentar a precisdo do experimento € aumentar o numero de
oscilagdes para a medida do intervalo de tempo At, de modo que qualquer imprecisao
nesta medida tem seu efeito no calculo de g reduzido na mesma proporcao. Para
poder aumentar o numero de oscilagdes, a resisténcia do ar deve ser minimizada, ja
que tende a reduzir a amplitude das oscilagdes. Um modo de reduzir o efeito da
resisténcia do ar é reduzir o volume do corpo que vai constituir o péndulo sem reduzir,
na mesma propor¢cdo, a sua inércia. Por isso, uma pequena esfera de ago ou de
chumbo é bastante adequada. De qualquer modo, como o periodo de oscilagao é
independente da amplitude, esse efeito da resisténcia do ar nao influencia no
resultado final e limita, apenas, o numero de oscilagbes que pode ser tomado na
medida de At.
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Exercicio 2

Dois péndulos, de comprimentos L1 = 1m e L, = 0,64 m, suspensos de pontos
diferentes do teto de uma sala, sdo abandonados com suas particulas em contato
(Fig.16). Considerando um referencial fixo na Terra, calcule o tempo levado para que
as particulas se encontrem novamente na mesma posi¢ao.

Fig.16

Exercicio 3

Considere um péndulo de 2 m de comprimento suspenso do teto de um
elevador, oscilando com pequenas amplitudes num referencial fixo na Terra. Calcule a
freqiéncia desse péndulo (a) quando o elevador esta em repouso no referencial
considerado, (b) quando o elevador sobe com aceleragdo de médulo 2 m/s? e (c)
quando o elevador desce com aceleracdo de médulo 2 m/s?.

Exercicio 4

A Fig.17 representa um prego no ponto P € um péndulo de comprimento L,
suspenso do ponto A do teto de uma sala.

Fig.17
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O péndulo oscila com pequenas amplitudes num referencial fixo na Terra. Os
pontos P e A estdo sobre a mesma linha vertical. Sem o prego, o periodo de oscilagao
do péndulo é T. Calcule o periodo de oscilagdo do péndulo com o prego, sabendo que
a distancia entre os pontos A e P é 3L/4.

Exercicio 5

Um relégio de péndulo é calibrado num dia em que a temperatura ambiente é
de 25 °C. Discuta as seguintes afirmativas: (a) num dia em que a temperatura
ambiente é de 35 °C, esse reldgio atrasa e (b) se esse relogio é levado para a Lua e
mantido a temperatura de 25 °C, ele adianta.

VI. Massa Gravitacional e Massa Inercial

Se a amplitude do movimento € muito menor do que o comprimento do fio, a
particula que faz parte de um péndulo simples descreve, num referencial inercial fixo
no ponto de suspensdo, um MHS ndo usual porque o periodo do movimento nao
depende da massa da particula. Assim, aumentando a massa da particula, por um
lado a sua inércia aumenta, com o efeito de tornar maior o periodo do movimento, e
por outro lado o mdédulo do seu peso aumenta, ou seja, aumenta a intensidade da
forca restauradora, com o efeito de tornar menor o periodo do movimento. O periodo
do movimento nao se altera efetivamente porque estes dois efeitos se cancelam
exatamente. Em outras palavras, o cancelamento dos dois efeitos referidos acima
ocorre porque a massa da particula que aparece na expressao do médulo do peso é
igual a massa que aparece na expressao da segunda lei de Newton. Desse modo, a
palavra massa esta associada, na Fisica, a dois fenbmenos, a primeira vista,
totalmente diferentes.

Pela primeira lei de Newton, se é nula a forga resultante sobre um corpo, os
unicos estados de movimento possiveis para ele, num referencial inercial, sao aqueles
de velocidade constante (inclusive nula). A mudan¢a de um estado para outro, com
velocidade diferente, sé é possivel se sobre o corpo age uma forga resultante nao
nula. Dai, pela segunda lei de Newton, a velocidade do corpo varia tanto mais
rapidamente quanto menor for a sua massa. A palavra massa aparece, aqui,
associada a inércia do corpo e é chamada de massa inercial.

Por outro lado, tomando dois corpos quaisquer 1 e 2, esféricos e com
distribuicdes homogéneas de massa, a lei da gravitagdo universal de Newton afirma
que os modulos F4, e F,4, da forca com que o corpo 1 atrai o corpo 2 e da forca com
que o corpo 2 atrai o corpo 1, sdo dados por:

mym,
(2

Fio =F =G
em que:
G=6,67x10""" N m?kg 2
€ a constante da gravitacao universal (a mesma para todos os corpos), m; e m;
representam as massas dos corpos 1 e 2 e r, a distancia entre os seus centros. Aqui, a

palavra massa aparece associada a uma propriedade dos corpos que lhes permite
interagir gravitacionalmente entre si e € chamada de massa gravitacional.
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Se a distingdo entre massa gravitacional (mg) € massa inercial (my) tivesse
sido feita desde o inicio da demonstragcdo da expressdo para o periodo do MHS
associado a particula que faz parte de um péndulo simples, teriamos:

To2n Mk
Mg g

Com base nesta expressao, Newton idealizou o seguinte experimento para
detectar qualquer diferenca entre os dois tipos de massa: tomando como pingente de
um péndulo uma capsula delgada e colocando dentro dela corpos de diferentes
substancias, cuidando para que o médulo do peso total fosse sempre o mesmo, para
poder garantir que a massa gravitacional era sempre a mesma, Newton mediu o
periodo das oscilagbes para cada caso. Assim, qualquer diferengca no periodo das
oscilagdes teria que ser atribuida a uma diferengca na massa inercial. Em todos os
casos experimentados, os periodos medidos por Newton tiveram o mesmo valor, igual
aquele dado pela expresséo:

T=2n E

g

Assim, Newton verificou experimentalmente, com a precisao possivel na sua
época, que mg = my. Depois de Newton, a precisdo dos experimentos aumentou
muito e, mesmo assim, nao foi detectada nenhuma diferenga entre o valor dos dois
tipos de massa. Atualmente, com a Teoria da Relatividade Geral de Einstein, esta
igualdade foi elevada a condigéo de principio fundamental e, por isso, ndo se justifica
mais a distingdo entre massa inercial e massa gravitacional.

Exercicio

(a) Discuta um fenbmeno ou uma situagdo que pode ser imputada direta ou
indiretamente a massa inercial de um objeto ou de uma particula. (b) Discuta um
fenbmeno ou uma situagdo que pode ser imputada direta ou indiretamente a massa
gravitacional de um objeto ou de uma particula.

N
e i F
__________________________________________ Dmg w
. .

VII. Sistema Corpo-Mola

Um corpo de massa m se apdia sobre uma superficie horizontal sem atrito e
esta preso a uma mola (de massa desprezivel) de constante elastica k (Fig.18). Se o
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corpo é abandonado com a mola esticada ou comprimida, ele passa a se mover
horizontalmente sob o efeito da forga de restituicdo da mola, executando um MHS num
referencial fixo na superficie horizontal.

Sobre o corpo existem trés forgas: a forca peso, a forca normal e a for¢a da
mola. Como as forcas peso e normal cancelam-se mutuamente, a forca resultante
sobre o corpo ¢ a forga que a mola exerce sobre ele.

De acordo com a lei de Hooke, uma mola, a qual um agente externo da uma
elongacdo que aumenta ou diminui 0 seu comprimento de equilibrio, tende a voltar ao
seu comprimento original exercendo, sobre o agente externo, uma forca de
intensidade proporcional a elongacao:

F=-Kkx

em que k é a constante elastica e x, a elongagdo da mola, isto é, o quanto ela foi
esticada ou comprimida além do seu comprimento de equilibrio. O sinal negativo
aparece porque a forgca que a mola exerce sobre o agente externo tem o mesmo
sentido daquele escolhido como positivo para o eixo X quando a elongag¢ao € negativa
e tem sentido contrario quanto a elongacgao ¢é positiva.

Por outro lado, sabemos que o médulo e o sentido da forca que atua sobre
uma particula em MHS sao dados, genericamente, por:

F(x)=—Cx
com
C=mo?

e sabemos também que o periodo e a frequéncia do movimento sao dados,
respectivamente, por:

o
e

=@

2n

Portanto, comparando a expressdo do médulo e do sentido da forga que a mola
exerce sobre o corpo com a expressao do moédulo e do sentido da forca que atua
sobre uma particula em MHS, podemos escrever:
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A primeira expressao mostra que quanto maior € a massa da particula, maior é
o periodo do seu movimento oscilatério e quanto mais dura a mola, menor é esse
mesmo periodo. Estas mesmas conclusdes podem ser estabelecidas através de um
argumento que leva em conta que o médulo da for¢a exercida pela mola sobre o corpo
depende da elongacao da mola e de sua constante elastica.

Para desenvolver esse argumento, vamos considerar que, sem alterar a
elongacdo da mola, o corpo preso a ela é substituido por outro, de massa maior.
Qualquer que seja a elongagdo da mola, o médulo da forga que ela exerce sobre o
segundo corpo fica igual ao médulo da for¢ga que ela exerce sobre o primeiro corpo.
Entdo, pela segunda lei de Newton, o modulo da aceleragéo instantanea do segundo
corpo se torna menor do que o médulo da aceleracao instantanea do primeiro corpo.
Como a amplitude do movimento € a mesma nos dois casos, 0 corpo de massa maior,
tendo sempre aceleragcdo instantdnea de menor moddulo, leva mais tempo para
descrever uma oscilagado completa, isto &, tem periodo maior.

Por outro lado, se a mola é substituida por outra, de constante elastica maior,
mas com a mesma elongagao e sem que o corpo seja modificado, o médulo da forga
que ela exerce sobre o corpo fica maior. Entdo, qualquer que seja a elongacédo da
mola, pela segunda lei de Newton, o médulo da aceleragdo instantdnea do corpo
também fica maior. Como a amplitude do movimento € a mesma nos dois casos, 0
corpo ligado a mola de constante elastica maior, tendo sempre aceleracéo instantanea
de maior modulo, leva menos tempo para descrever uma oscilagcdo completa e,
portanto, tem periodo menor.

A segunda expressao permite calcular a freqtiéncia prépria (também chamada
freqUéncia natural) de oscilagdo do corpo preso a mola. Dada a massa m do corpo e k,
a constante elastica da mola, se o corpo ndo esta sendo forgado por qualquer outro
agente externo além da mola, ele s6 pode oscilar com esta freqliéncia.

Elasticidade

Um objeto sobre o qual atuam forgas externas pode ter variagdes de tamanho
e/ou de forma. Estas variacbes estdo relacionadas, em ultima analise, as interagdes
mutuas entre os atomos que constituem o corpo e, é claro, as forgas externas.

O comprimento de uma mola aumenta quando suspendemos um corpo a sua
extremidade livre. Esse aumento de comprimento é causado pela forca que o corpo
exerce na mola. Esta forca tem mddulo igual ao mdédulo do peso do corpo. Quando o
corpo é retirado, a mola recupera o seu comprimento original, desde que nao tenha
sido deformada permanentemente por excesso de carga. Uma bola de futebol tem
uma mudanc¢a de forma ao ser chutada, readquirindo sua forma original ap6s o chute,
desde que nao tenha sido danificada pela violéncia do impacto com a chuteira. Uma
régua presa por uma de suas extremidades a borda de uma mesa e encurvada, volta a
sua forma original quando cessa a forca que a encurva, desde que nado tenha sido
muito grande sua intensidade.

A mola, a bola e a régua sdo exemplos de corpos elasticos. Elasticidade € a
propriedade de um corpo pela qual ele readquire sua forma original quando
desaparecem as causas de sua mudanga de forma.

Exercicio 1

De acordo com a lei de Hooke, uma mola, a qual um agente externo da uma
elongacao que aumenta ou diminui 0 seu comprimento de equilibrio, tende a voltar ao
seu comprimento original exercendo, sobre o agente externo, uma forca de
intensidade proporcional a elongacao:
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F=—kx

em que k é a constante elastica e x, a elongagdo da mola, isto é, o quanto ela foi
esticada ou comprimida além do seu comprimento de equilibrio. O sinal negativo
aparece porque a forca que a mola exerce sobre o agente externo tem o mesmo
sentido daquele escolhido como positivo para o eixo X quando a elongag¢ao € negativa
e tem sentido contrario quanto a elongacgao ¢é positiva.

Verifique se a lei de Hooke vale para uma dada mola. Faca isso suspendendo
corpos de massas diferentes e anotando as elongagdes correspondentes. Tome o
cuidado de ndo deformar a mola. Para organizar seus dados, coloque-os na tabela
abaixo.

Massa (kg) | Modulo do Peso (N) | Elongagao (m)

Identifique a forga que alonga a mola. Dica: ndo é a forgca peso do corpo
sSuspenso.

Considerando uma mola de massa nao desprezivel suspensa na vertical,
discuta por que ela se alonga mais na porg¢ao superior do que na porg¢ao inferior.

Calcule o médulo do peso de cada corpo suspenso usando g = 9,81 m/s?.

Discuta a forma esperada para o grafico do médulo da forga pela elongagao.

Em uma folha de papel milimetrado, faga o grafico do moédulo da forga pela
elongacao e determine a constante de elasticidade da mola pela declividade da reta.

Observacgao

Com a expressdo dada para o periodo de oscilagdo de um corpo preso a uma
mola na horizontal, podemos determinar a constante elastica dessa mola. Para que
nao exista atrito no sistema podemos usar um colch&o de ar entre o corpo e o plano
horizontal.

Podemos determinar a massa do corpo com uma balang¢a e medir o intervalo
de tempo levado pelo corpo para completar, por exemplo, 10 oscilagées, calculando o
periodo do movimento dividindo esse intervalo de tempo por 10. Este procedimento
diminui a influéncia do tempo de reacdo do observador sobre o resultado do
experimento. Quanto maior o nimero de oscilagdes tomado, menor sera tal influéncia.

Conhecendo o periodo do movimento e a massa da mola, determinamos a
constante elastica da mola pela expressao:
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2
k= m(EJ
T
Devemos observar que, no caso do péndulo simples, a expressao obtida para o
periodo de oscilagdo é aproximada, sendo tanto mais exata quanto menor for a
amplitude do movimento. Contudo, para o sistema corpo-mola, a expressao do
periodo é exata para qualquer amplitude, desde que a forga que a mola exerce sobre
0 corpo em questdo seja dada pela lei de Hooke. Desse modo, quando colocamos um
sistema corpo-mola em oscilacdo, devemos ter o cuidado de tomar uma amplitude
pequena n&o para aumentar a exatiddo da expressdo do periodo, mas para garantir
que a mola nao fique deformada permanentemente e que a lei de Hooke continue
valida para ela.

Exercicio 2

Uma mola, suspensa verticalmente por uma de suas extremidades em um
suporte, tem um comprimento de 10 cm quando a outra extremidade esta livre.
Entretanto, quando um corpo de 0,1 kg € preso nesta extremidade e permanece em
repouso num referencial fixo no suporte, o comprimento da mola passa a ser de 12 cm
(Fig.19).

Fig.19

Realizando trabalho sobre o corpo, alongando a mola para que ela fique com
14 cm de comprimento e, depois, abandonando o corpo, ele oscila em MHS. (a)
Calcule a constante elastica da mola. (b) Calcule o periodo e a freqiéncia do MHS do
corpo.

Exercicio 3

Uma mola de constante elastica k esta suspensa na vertical e na extremidade
livre, atamos um corpo de massa m. Posto a oscilar, esse corpo executa um MHS
vertical com freqiiéncia f. Entdo, a mola é cortada ao meio € 0 mesmo corpo € posto a
oscilar na vertical, suspenso pela extremidade livre de uma das metades da mola.
Calcule a nova freqUéncia de oscilagao.
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Exercicio 4

Um bloco preso a uma mola, apoiado sobre uma superficie horizontal sem
atrito, tem um MHS ao redor do ponto 0 de equilibrio (Fig.20).

o { |

-05 0 05 x(m)

Fig.20

A mola tem constante elastica k = 25 N/m, o bloco tem massa m =4 kg e o
MHS tem uma amplitude de 0,5 m. (a) Sabendo que, em t = 0, o corpo estava na
posicao x = 0,5 m, determine a equacgao horaria da posi¢ao do bloco num referencial
fixo na superficie horizontal. (b) Faga o grafico posigdo x tempo para esse bloco.

VIII. Energia no MHS

Para estudar a energia mecéanica do oscilador harménico vamos tomar, como
exemplo, o sistema corpo-mola. A energia cinética do sistema esta no corpo de massa
m. A mola n&o tem energia cinética porque € uma mola ideal que, além de obedecer a
lei de Hooke, tem massa desprezivel.

Por outro lado, tomando o nivel de referéncia para a energia potencial
gravitacional na altura do centro de gravidade do corpo de massa m, a energia
potencial gravitacional do sistema é nula. Contudo, existe uma energia potencial
elastica, associada e localizada na mola. Levando em conta que esta energia potencial
elastica é dada por:

Er = 1kx?

1
2
€ que, para um oscilador harménico:
X(t) = Acos ot
segue-se que:
Er, = 1kA? cos? ot

-2

A energia cinética de um corpo de massa m, que se desloca com velocidade de
modulo v num dado referencial, é:

€ como, para um oscilador harmdnico:
v(t) = —~Aosen ot
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temos:
Ec =1mA%n’sen®ot

Entretanto, para o sistema corpo-mola, em particular, vale a relagdo k = mo?.
Por isso:

Ec = TkA%sen’ot
Da Trigonometria, sabemos que:
sen? ot +cos? wt =1

e, portanto, a soma da energia cinética com a energia potencial elastica, isto &, a
energia mecanica total do sistema corpo-mola, fica:

E=1kA®

Esta expressdo mostra que a energia mecéanica total do sistema corpo-mola
depende da constante de elasticidade da mola e do quadrado da amplitude do
movimento do corpo.

A energia cinética do corpo preso a mola e a energia potencial elastica da mola
variam com o tempo. Contudo, a energia mecanica total do sistema corpo-mola nao
depende do tempo, ou seja, é constante.

EMERIIA,

142
Ek“ﬂ‘

T 21 mt

Fig.21

A Fig.21 mostra os graficos da energia cinética (linha continua), da energia
potencial elastica (linha pontilhada) e da energia total (linha tracejada) em fungao de
ot. Uma vez que:

2n=oT

esta figura apresenta os referidos graficos para o intervalo de tempo correspondente
ao periodo do movimento. A partir dai, as formas dos graficos se repetem
periodicamente.
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A Fig.22 mostra algumas configuracdes do sistema corpo-mola. As linhas
verticais pontilhadas sdo para referéncia. A linha indicada por — A esta associada ao
estado em que a mola esta comprimida e o corpo, parado no referencial considerado.
A linha indicada por O esta associada ao estado em que a mola estd com seu
comprimento de equilibrio e o corpo, com velocidade de mdédulo maximo. A linha
indicada por + A esta associada ao estado em que a mola esta distendida e o corpo,
parado. As flechas indicam o mdédulo e o sentido da velocidade instantadnea do corpo
nas configuragdes correspondentes.

-A 0 +A

i

i

i

i

i

i

i

i

A D A

Fig.22

Em t = 0 (Fig.22(a)), o sistema se encontra na configuracdo correspondente a
mola comprimida com uma elongagao x = — A e o corpo parado. Nesta configuragéo:

E=E, =1kA?

2
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Entdo (Fig.22(b)), o corpo adquire uma aceleragéo positiva causada pela forga
que a mola exerce sobre ele, a energia potencial da mola diminui enquanto que a
energia cinética do corpo aumenta.

Em t = n/2w (Fig.22(c)), o sistema alcanga a configuragcdo em que a mola tem
elongacao nula e a velocidade do corpo tem modulo maximo. Nesta configuragao:

Ep =0

E=E; =1kA?

Entao (Fig.22(d)), o corpo adquire uma aceleracao negativa causada pela forca
que a mola exerce sobre ele, sua energia cinética diminui enquanto que a energia
potencial da mola aumenta.

Em t = n/o (Fig.22(e)), o sistema alcanca a configuragcdo em que a elongacgao
da mola vale x = A e o corpo esta parado. Nesta configuragéo:

E=Ep=1kA?

Det=rn/watét=2n/0 =T (Fig.22(f), (g), (h) € (a)), 0 movimento se repete com
o corpo se deslocando em sentido contrario.

Emt = 27/ = T, o sistema alcan¢ga a mesma configuracdo que em t = 0. Dai
por diante, o movimento se repete periddica e indefinidamente.

Se existe atrito entre o corpo e a superficie horizontal em que ele se apdia,
uma parte da energia mecéanica total do sistema corpo-mola se transforma em energia
interna no corpo e na superficie horizontal a cada oscilagdo. A temperatura do corpo e
a temperatura da superficie aumentam. Desta forma, o movimento do corpo é
amortecido. Para que o movimento do corpo n&o seja amortecido, isto &, para que a
energia mecanica do sistema corpo-mola seja constante, deve existir uma fonte
externa que fornega energia mecanica para o sistema a uma taxa igual a taxa com que
sua energia mecanica se transforma em energia interna.

N
G
- A 0 + A b
............................. e
GRAVITACIOMNAL
Fig.23
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Para o péndulo simples, a discussdo é completamente analoga. Se
escolhermos o nivel de referéncia para a energia potencial gravitacional (zero
gravitacional) na altura em que se encontra a particula que faz parte do péndulo
simples quando este se encontra na vertical (Fig.23), a discussao se torna idéntica.

Assim, por exemplo, na configuragdo em que a particula tem elongacgao
maxima negativa, isto €, quando x = — A, a sua energia cinética é nula enquanto que a
energia potencial gravitacional do sistema particula-Terra € maxima e igual a energia
mecanica total.

Na configuragdo em que a particula tem elongacéo nula, isto é, quando x =0, a
energia cinética da particula € maxima e igual a energia mecénica total e a energia
potencial gravitacional do sistema particula-Terra é nula.

Na configuragdo em que a particula tem elongagdo maxima positiva, isto €,
quando x = A, a sua energia cinética é nula enquanto que a energia potencial
gravitacional do sistema particula-Terra € maxima e igual a energia mecanica total.

Nas configuragcbes intermediarias, a particula tem aceleragdo positiva ou
negativa, conforme o caso, tendo entdo energia cinética ndo nula e diferente da
energia mecéanica total, de modo que o sistema particula-Terra tem certa energia
potencial gravitacional também nao nula.

No sistema corpo-mola, a energia cinética, quando existe, esta localizada no
corpo e a energia potencial elastica, quando existe, esta localizada na mola. No
péndulo simples, a energia cinética, quando existe, esta localizada na particula que faz
parte do péndulo, mas ndo podemos dizer que a energia potencial esta associada a
esse ou aquele corpo. Ela deve estar associada ao sistema particula-Terra como um
todo, distribuida entre as partes que o constituem, ja que depende da massa da
particula, da massa da Terra e da distancia relativa entre elas.

Exercicio 1
Um corpo de massa m = 2 kg oscila sobre uma mesa horizontal, sem atrito,
preso a uma mola horizontal de constante elastica k = 200 N/m. A amplitude das

oscilagoes é de 10 cm. A partir desses dados, calcule (a) a energia cinética maxima do
corpo e (b) a energia potencial elastica maxima da mola.

R

-05 0 05 x(m)

Fig.24

Exercicio 2

Um bloco preso a uma mola e apoiado sobre uma superficie horizontal sem
atrito tem um MHS com amplitude de 0,5 m ao redor do ponto 0 de equilibrio (Fig.24).
Considere que, na situacdo mostrada, o comprimento da mola esta diminuindo. (a)
Desenhe flechas para indicar a velocidade e a aceleragdo do corpo e a forga que a
mola exerce sobre ele. (b) Indique as posi¢cdes do corpo em que sdo maximas as
energias cinética e potencial. (c) Identifique a que elemento ou elementos do sistema
corpo-mola podemos atribuir a energia cinética e a energia potencial.
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Exercicio 3

Discuta como as seguintes propriedades de um oscilador harmbnico simples
sdo afetadas pela duplicagdo da amplitude: (a) periodo, (b) energia mecanica total, (c)
modulo maximo da velocidade e (d) médulo maximo da aceleragao.

IX. Ressonancia

Vamos considerar os péndulos A, B, C e D (Fig.25), constituidos por particulas
de mesma massa, os trés primeiros de comprimentos diferentes e o quarto, com
comprimento igual ao primeiro, todos suspensos em um fio elastico esticado.

L
7] FIO ESTICADO [
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Fig.2&

Fazendo oscilar o péndulo A com certa amplitude A* no referencial fixo nos
suportes, observamos que os outros péndulos, que estavam parados, comegam a
oscilar também. Os péndulos B e C, nem bem comegam a oscilar, param novamente.
O péndulo D, ao contrario, com o passar do tempo, oscila com uma amplitude cada
vez maior enquanto que o péndulo A oscila com uma amplitude cada vez menor.
Quando a amplitude do péndulo D chega a um valor maximo préoximo de A*, o péndulo
A esta praticamente imoével. Entdo, os movimentos se repetem, com os péndulos A e
D trocando seus papéis e assim, sucessivamente, até que a energia mecanica
associada ao movimento inicial tenha se transformado em outro tipo de energia. O fio
esticado atua como intermediario na troca de energia entre os péndulos.

No experimento descrito acima, o péndulo A, oscilando com sua freqléncia
propria, faz com que o fio esticado oscile com a mesma frequiéncia. Dizemos que o fio
esticado entra em vibragao forcada. Entao, o fio esticado faz com que os péndulos B,
C e D oscilem na mesma freqiéncia do péndulo A ja que esta é, agora, também a
frequéncia do fio. Como o fio ndo pode oscilar com uma freqténcia diferente de
qualquer uma de suas frequéncias proprias, ele termina por parar. O mesmo acontece
com os péndulos B e C. Os péndulos A e D sao idénticos e, por isso, tém freqiéncias
préprias iguais. O péndulo D, portanto, é forcado a oscilar com uma freqiiéncia igual a
sua freqliéncia propria e pode absorver toda a energia disponivel, aumentando sua
amplitude de oscilagdo. Com o passar do tempo, os movimentos se repetem com os
papéis dos péndulos A e D trocados e, assim, sucessivamente.

Quando a frequéncia com que um agente externo perturba um corpo € igual a
freqléncia propria (ou uma das frequéncias proprias) de vibracdo ou de oscilagdo
desse corpo, ele passa a oscilar com amplitude cada vez maior. Este fendmeno é o
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que se chama de ressonancia. Se o agente externo perturba continuamente o corpo
com o qual esta em ressonancia, a amplitude das vibragbes ou oscilagbes pode ficar
extraordinariamente grande a ponto de destruir o corpo, desde que os médulos das
forcas de resisténcia ou de dissipagdo sejam pequenos. Além disso, o fluxo de energia
do agente externo para o corpo € maximo quando eles estdao em ressonancia. No
exemplo acima, os péndulos A e D estdo em ressonancia.

Um exemplo cotidiano de ressonancia ocorre quando uma crianga anda de
balango. Para movimentar a si mesma e ao balango, num referencial fixo no solo, a
crianga encolhe as pernas quando ela e o balango se movem para tras e estica as
pernas quando ela e o balango se movem para a frente. Se a frequéncia do
movimento das pernas da crianga é igual a frequéncia propria do péndulo constituido
por ela e o balango, a amplitude das oscilagdes aumente cada vez mais.

Exercicio

Discuta um fendmeno em que ocorre algum tipo de ressonancia.

X. Mais Ressonancia

Em todo sistema real em que se desenvolvem oscilagdes por efeito de uma
perturbagcdo externa inicial, aparece um ou outro processo de atrito que amortece
essas oscilagdes. Se as perdas de energia mecanica pelo atrito sdo compensadas por
uma fonte externa, as oscilagdes do sistema podem ser mantidas.

Quando uma forca externa periddica atua sobre o sistema, desenvolve-se um
movimento transiente que, ao desaparecer, deixa um movimento estacionario no qual
o sistema vibra com a frequéncia da forga externa.

A amplitude das vibracbes depende, entre outros fatores, da freqléncia da
forca externa. Por exemplo, se um impulso periédico € dado numa crianga num
balango, a amplitude do movimento sera tanto maior quanto mais ajustada estiver a
frequiéncia do impulso com a frequéncia natural do sistema formado pela crianca e
pelo balanco.

Oscilagdes Naturais

Para uma discussao mais profunda do fendbmeno de ressonancia, vamos
considerar um sistema corpo-mola, isto é, o sistema formado por um corpo de massa
m apoiado sobre uma superficie horizontal sem atrito e preso a uma mola de massa
desprezivel e de constante elastica k (Fig.26).

N
I ———.
__________________________________________ e
. |

Fig.26

Se o corpo é abandonado com a mola esticada ou comprimida, ele passa a se
mover, sob o efeito da forca da mola, num movimento harménico simples (MHS) num
50



referencial fixo na superficie horizontal. Sobre o corpo existem trés forcas: a forga
peso, a forgca normal e a forga da mola. Como as forgas peso e normal se cancelam
mutuamente, a forga resultante sobre o corpo é a prépria forca que a mola exerce
sobre ele. Como ja discutimos, a frequéncia angular e a freqiiéncia do MHS do corpo
sao, respectivamente:

o - | K
0 m
f= Lo
2n

Se o corpo nao é forgado por qualquer outro agente externo além da forgca da
mola, ele s6 pode oscilar com a frequéncia f. Por isso, esta freqliéncia € chamada
freqiéncia natural ou freqliéncia propria de oscilagdo desse corpo preso a essa mola.

N
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__________________________________________ e B
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Fig 27

Oscilagoes Forgadas

Agora, vamos considerar que, sobre o corpo preso na mola, atua, além das
forcas ja discutidas, uma forga externa que varia periodicamente no tempo com uma
freqUéncia angular o (Fig.27). O modulo dessa forga é dado por:

F, =F, cos ot

Por efeito dessa forga externa, o corpo desenvolve oscilagdes forgcadas com
freqléncia angular . A elongacdo do movimento oscilatério forcado, como fung¢ao do
tempo, pode ser escrita:

x(t)=Acos(ot—¢)

em que A representa a amplitude das oscilagdes forcadas e ¢, a diferenca de fase
entre a forga externa e as oscilagdes forgadas.

Os modulos da velocidade e da aceleracédo do corpo em fungao do tempo sao,
respectivamente:

v(t)=-Awnsen(ot—¢)

a(t) = —Aw? cos(wt—¢)
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Pela segunda lei de Newton podemos escrever, em médulo:

ma = —kx —bv +F,

em que — kx é o modulo da forgca exercida pela mola (for¢ca restauradora) e — bv é o
modulo da forga de atrito. Aqui tomamos o médulo da forga de atrito como sendo
proporcional ao médulo da velocidade do corpo. Isto é verdade, de modo geral, para
corpos que se movimentam em um fluido com velocidades de mdédulos pequenos.
Dividindo os termos da expressdo acima pela massa do corpo, lembrando que

mg =k/m e escrevendo y =b/2m, obtemos:
F
a=-w2Xx-2yv+—=2
m

que, com as respectivas expressdes dadas acima para a, v e F, fica:
—Aw?cos(wt—¢)=-w32Acos(ot-¢)+2yAnsen(ot—)+(F, /m)cos ot
Agora, levando em conta a identidade trigonométrica:

seno. = cos (o —+ )
vem:
(0§ — 0* )Acos(ot-¢)=2yAocos[(ot —¢)— L]+ (F, /m)cos ot

Estamos interessados numa expressdo matematica que nos forneca a
amplitude A das oscilagdes forgadas.

Fig.28

A Fig.28 sugere interpretar a expressao acima como a igualdade entre a
projecao, sobre o eixo horizontal, de um vetor de moédulo

(03 —w?)A

52



e a soma das projegdes, sobre o mesmo eixo, dos vetores de modulos:
Fo/m
2vA®

Sendo assim, observando que o triangulo OP,P; € um tridngulo retdngulo com
angulo reto no ponto O, o teorema de Pitagoras permite escrever:

(27A0)? + (03 —®?)? A? = (F, /m)?
e dai, a amplitude das oscilagdes forgadas fica:

Fo/m

A=
\/(cog - 0%)? +4y%0?

A amplitude das oscilagbes forcadas é proporcional a amplitude F, da forca
externa periddica e depende consideravelmente da relagédo entre a freqiiéncia angular
o dessa forga externa e a frequéncia angular o, das oscilagcdes préprias do sistema.

i
v=1
2R /el -
f
':"=E _w
Fnllllmmg_ \ T i
e \\\L&—“—;
1]
1 1 /g

Fig.29

Dados y e Fy, o denominador da expressdo acima é grande se ® € muito
diferente de wo. Nesse caso, a amplitude do movimento forgado é pequena (Fig.29).
Quando o se aproxima de wg, 0 denominador se torna menor e a amplitude, maior. A
freqiéncia angular o para a qual a amplitude € maxima se chama frequéncia angular
de ressonéncia e dizemos que o agente da forca externa esta em ressonancia com o
sistema.

Por outro lado, quanto menor o atrito, isto €, quanto menor a constante de
amortecimento y, tanto mais préximos estdo os valores de © e wg para que a amplitude
das oscilagdes alcance o valor maximo.

Além disso, dada a frequéncia angular ®, a amplitude das oscilagbes forcadas
sera tanto maior também quanto menor o atrito. Por isso, na ressonancia, ndo se pode
desprezar o atrito do sistema, mesmo que ele seja pequeno. Caso contrario, a
amplitude maxima tende ao infinito e, na verdade, antes disso, o sistema ja estaria
destruido.

53



54



ONDAS MECANICAS

l. Introducgao

Consideremos um certo sistema fisico e uma de suas propriedades, como uma
mola e sua elongacédo, uma corda e o deslocamento transversal de cada um de seus
pontos, uma certa quantidade de ar e sua pressdo, um campo eletromagnético numa
certa extensao do espaco e as intensidades das componentes elétrica e magnética e
assim por diante. Conforme a natureza do sistema, uma mudanga na propriedade em
questao em uma de suas partes pode se propagar para outras partes, como um pulso
Oou uma onda associada a esta propriedade.

Os aspectos mais importantes das ondas sao sua velocidade de propagacéo,
sua frequéncia e suas modificacbes quando variam as propriedades fisicas do meio
pelo qual se propagam, como nos fendmenos de reflexdo, refracdo e polarizagao,
quando encontram obstaculos, como nos fendémenos de difracdo e espalhamento, ou
quando mais de uma onda se propaga na mesma regido do espago, como no
fendmeno de interferéncia.

Estudaremos as ondas mecanicas em meios elasticos, embora os fendbmenos
mencionados acima sejam comuns a todos os tipos de onda.

A propagacdo de ondas mecéanicas progressivas em um meio elastico esta
relacionada a transmisséo de energia de um ponto a outro desse meio. Por exemplo,
quando uma gota de agua cai sobre a superficie plana de um lago, produz um pulso,
isto é, uma perturbacdo que se propaga, afastando-se cada vez mais do ponto de
impacto, num padrdo circular de raio crescente. As regides da superficie do lago por
onde ja passou a perturbagdo se acalmam. Se a superficie do lago é atingida por um
sem numero de gotas que caem em sequéncia, elas geram uma onda que se afasta
cada vez mais do ponto de impacto.

¥
GRAFICO
DE A'
ot
GRAFICO
DE B'
AB =12
Fig.1 Fig.2

Il. Diferenca de Fase

Para discutir o conceito de diferenca de fase, consideremos duas particulas, A
e B, com movimentos circulares uniformes idénticos num dado referencial. Emt =0, a
particula A ocupava a posigdo Py (Fig.1). As particulas estdo separadas por uma
distdncia 2nR/4, medida sobre a trajetéria comum de raio R. Esta distancia
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corresponde a um angulo de n/2 entre os segmentos de reta que unem as particulas
ao centro da trajetdria ou a um intervalo de tempo n/2w. Entédo, dizemos que entre os
dois movimentos circulares uniformes das particulas A e B existe uma diferenca de
fase A = n/2 radianos.

Por outro lado, o movimento harmdnico simples pode ser visto como a projecao
ortogonal do movimento circular uniforme sobre qualquer didmetro (ou qualquer reta
paralela a qualquer didmetro) da circunferéncia que constitui a trajetoria da particula
no referencial considerado. Assim, os movimentos circulares uniformes das particulas
A e B, projetados ortogonalmente sobre as retas verticais DD’ e EE’, respectivamente,
constituem os movimentos harménicos simples das particulas A’ e B'. Observando os
respectivos graficos das elongagdes em funcéo de ot (Fig.2), vemos que a diferenca
de fase entre os movimentos circulares uniformes e, agora, entre os movimentos
harménicos simples, aparece como um deslocamento de um gréfico em relacédo ao
outro ao longo do eixo wt, deslocamento este dado por A6 = 7/2 radianos.

A equacgao horaria de movimento para uma particula em MHS é:

x(t)=Acos(wt+9)

Nesta expressdo, o argumento (ot + 3) € chamado de fase e §, de fase inicial,
porque da a posi¢cao da particula em t = 0. Na situagdo particular que estamos
discutindo, & = 0 para a particula A’ e 6 = — /2 para a particula B’. Desse modo, as
respectivas equagodes horarias ficam:

X (t)=Rcos ot
Xg (t)=Rcos (ot—-n/2)
Discutimos o conceito de diferenga de fase considerando o exemplo de dois

movimentos harménicos com uma diferenca de fase de n/2 radianos. De modo geral,
os movimentos harménicos podem ter qualquer diferenca de fase.

lll. Ondas Mecanicas Progressivas Unidimensionais

Um fendmeno interessante de observar nos estadios de futebol é a chamada
ola. Os espectadores de uma linha se colocam de pé e sentam, sem sair do lugar,
quando percebem que os espectadores da linha adjacente o fizeram. Entre o
movimento de uma linha e o0 movimento da linha adjacente existe uma diferenga de
fase. O efeito coletivo € um pulso que se propaga pelos espectadores do estadio.
Quando o pulso se propaga para a direita, por exemplo, os espectadores de uma linha
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fazem o movimento um pouco depois que os espectadores da linha adjacente a
esquerda (Fig.3). Os espectadores de cada linha apenas se pdem de pé e sentam,
nao se deslocando lateralmente: eles ndo véo junto com o pulso. Eles séo, por assim
dizer, o meio através do qual o pulso se propaga. Se os espectadores se colocam de
pé e sentam continuamente, uma onda progressiva (ou viajante) se propaga pelos
espectadores do estadio.

Onda mecénica progressiva € um disturbio periédico que se propaga através
de um meio elastico. Nao existe transporte de matéria e sim, de energia, pela onda. Se
cada particula do meio elastico executa um MHS, dizemos que a onda é harménica.

Ondas Transversais

Se as particulas do meio pelo qual passa uma onda progressiva oscilam numa
direcdo perpendicular a direcdo de propagacdo da onda, ela é chamada de onda
transversal. A Fig.4 representa as posi¢coes de onze particulas de um meio elastico em
trés instantes de tempo sucessivos:

t
t+ At

t + 2At

Devemos observar que o movimento de uma particula qualquer tem sempre
uma diferenca de fase negativa em relagdo ao movimento da particula adjacente a sua
direita e é justamente por isso que o movimento coletivo € uma onda progressiva
transversal que se propaga para a direita no referencial considerado. Se a diferenca
de fase fosse positiva, a onda se propagaria na direcdo oposta.

v SENTIDO DE_
d PROPAGACED .t
e — o t+ At

+ t+2AtL

Fig.4

A onda gerada numa corda horizontal pelo movimento continuo, para cima e
para baixo, da mao que segura uma de suas extremidades, € um exemplo de onda
transversal. Outro exemplo de onda transversal, s6 que n&o mecanica, € a onda
eletromagnética, em que o campo elétrico e o0 campo magnético oscilam
perpendicularmente um ao outro e a direcdo de propagacao da onda.

Polarizagdo de uma Onda Transversal

A direcdo do movimento das particulas do meio quando, por ele, passa uma
onda transversal, é perpendicular a diregcdo de propagacédo da onda. Mas existem
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infinitas direcbes que sao perpendiculares a diregdo de propagacéo da onda. Caso as
particulas do meio se movimentem sempre na mesma dire¢gio, ou seja, caso a onda
permanega sempre no mesmo plano, dizemos que ela é linearmente polarizada.

Qualquer onda transversal pode ser considerada como combinagao de duas
ondas linearmente polarizadas em direcbes perpendiculares. Se todos os
deslocamentos das particulas do meio tém o mesmo maédulo, mas diregdes diferentes,
de modo que a onda tenha forma helicoidal, dizemos que a onda € circularmente
polarizada. Nesse caso, cada particula do meio descreve uma circunferéncia em torno
da reta que passa pelos pontos de equilibrio das particulas do meio.

Ondas Longitudinais

Se as particulas do meio pelo qual passa uma onda progressiva oscilam numa
direcdo paralela a direcdo de propagacao da onda, no referencial considerado, esta é
chamada de onda longitudinal. A Fig.5 representa, em linhas horizontais, as posi¢cdes
de treze particulas de um meio elastico, em onze instantes de tempo sucessivos:

t0=t

t1=t+ At
to =t + 2At
t10=t+1OAt

Os pontos de equilibrio dos movimentos harmdnicos das particulas do meio
estdo sobre as linhas verticais. As linhas curvas indicam esses movimentos.

SENTIDO DE PROPAGACAD ——

Devemos observar, em particular, a segunda particula do meio, que oscila ao
redor do ponto de equilibrio sobre a linha tracejada e cujas elongacbes estéo
representadas pelas flechas. Também devemos observar que as distancias relativas
entre a primeira, a segunda e a terceira particulas no instante t sdo as mesmas que
entre a segunda, a terceira e a quarta particulas em t + At e assim por diante,
mostrando que a onda se propaga para a direita. O movimento de qualquer particula
tem sempre uma diferenga de fase negativa em relagdo ao movimento da particula
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adjacente a sua direita e é justamente isso que torna o movimento coletivo uma onda
progressiva longitudinal que se propaga para a direita.

A onda gerada numa mola, quando golpeamos ritmicamente uma de suas
extremidades ao longo da dire¢do do seu eixo (Fig.6(a)), € uma onda progressiva
longitudinal. A onda sonora gerada num corpo solido, quando golpeamos ritmicamente
uma parte qualquer dele, também é uma onda progressiva longitudinal. Uma onda
sonora no ar, gerada pelo movimento de vai e vem da membrana de um alto-falante
(Fig.6(b)), também é uma onda progressiva longitudinal.

%
Exercicio
Um brinquedo tradicional é o telefone em que as extremidades de um fio sdo
fixadas aos fundos de duas latas vazias. Quando o fio é esticado, as ondas sonoras
produzidas numa das latas se propagam até a outra. Discuta esse fenémeno.

IV. Elementos de uma Onda

O padréao espacial que caracteriza a forma da onda se desloca a medida que o
tempo passa (Fig.4 e Fig.5), no referencial considerado, com velocidade de moédulo:

Cada particula do meio elastico pelo qual passa uma onda harménica executa
um MHS. O periodo de oscilagdo de qualquer particula do meio, ou seja, o intervalo de
tempo levado para realizar exatamente uma oscilagéo, é igual ao periodo da onda.

Fig.7

A menor distancia entre duas particulas do meio, medida ao longo da diregao
de propagacao da onda, cujos movimentos harménicos simples estdo em fase, é
chamada de comprimento de onda (Fig.7). As particulas A e A’ ttm movimentos em
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fase. O mesmo acontece com as particulas B e B’ e C e C’. O comprimento de onda é
a distancia percorrida pela onda durante um dos seus periodos.

Representando por T o periodo e por A o comprimento de onda, o mdédulo da
velocidade de propagacéo da onda pode ser escrito:

A

v=—

T
De modo analogo, a freqiiéncia do MHS associado a cada particula do meio
elastico pelo qual se propaga a onda é, também, a frequéncia da onda, ou seja, o

numero de comprimentos de onda contidos dentro da distancia percorrida pela onda
na unidade de tempo. Assim, representando por f a freqliéncia da onda, temos:

f:—:l
2n T

Além disso, definimos o numero de onda, representado por k, pela expressao:

Usando as duas expressbes acima, o modulo da velocidade de propagacgéao da
onda pode ser escrito:

O mddulo da velocidade de propagacédo de uma onda transversal numa corda é
dado pela expresséo:

T
v=_[—
n

em que 1 representa o médulo das forgcas de tensdo aplicadas a corda e p, a
densidade linear, isto €, o cociente da massa da corda pelo seu comprimento.

De modo geral, o modulo da velocidade de propagac¢édo de uma onda em um
dado meio é constante e s6 depende das propriedades fisicas desse meio. Portanto,
ondas mecanicas com diferentes freqiéncias ou comprimentos de onda se propagam,
no mesmo meio, com velocidades de modulos iguais. Além disso, como v = Af, uma
onda com uma dada freqléncia s6 pode ter um uUnico comprimento de onda. Se a
freqiéncia é grande, o comprimento de onda €& pequeno e vice-versa. Por isso,
podemos caracterizar as ondas mecanicas em um meio tanto pela frequéncia quanto
pelo comprimento de onda.

Por outro lado, a frequéncia de uma onda é caracteristica da fonte emissora.
Desse modo, quando uma onda passa de um meio para outro, a frequéncia
permanece a mesma. Contudo, o médulo da velocidade de propagacdo muda porque
€ funcao das propriedades fisicas do meio e como f = v/A, o comprimento de onda
também muda. Por isso, podemos caracterizar uma onda que passa de um meio para
outro apenas pela sua freqiiéncia.
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Exercicio 1

A cada meio segundo, um conta-gotas deixa cair uma gota sobre a superficie
livre de um liquido em uma grande cuba, produzindo uma onda com comprimento de
onda A = 10 cm. (a) Calcule o modulo da velocidade de propagacdo da onda no
referencial fixo na cuba. (b) Calcule o numero de cristas que passam, por segundo,
através de um plano vertical e identifique a grandeza fisica associada.

Exercicio 2

A Fig.8 mostra duas cordas idénticas, com ondas que se propagam com
velocidades de mesmo mddulo num referencial fixo no solo.

Identifique a corda com a onda que tem maior (a) comprimento de onda, (b)
freqliéncia e (c) amplitude.

Exercicio 3

Considere que a freqiéncia da onda na corda Il do exercicio anterior é de 30
Hz. Calcule (a) o mdédulo da velocidade de propagacgao das ondas nas duas cordas e
(b) a frequiéncia da onda na corda I.

Exercicio 4

A Fig.9 representa uma corda pela qual passa uma onda que se desloca para a
direita num dado referencial.

20 cm

Fig.4

Desenhe flechas para representar as velocidades instantadneas dos pontos A, B
e C da corda.
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Exercicio 5

A Fig.10 representa dois instantaneos, em t = 2 s (linha continua) et = 2,2 s
(linha pontilhada), de parte de uma corda na qual se propaga uma onda.

ylem)

1

Fig.10

Determine a freqiiéncia dessa onda.

V. Transferéncia de Energia pela Onda

O transporte de energia por uma onda mecanica progressiva num meio elastico
estd associado a transferéncia de energia entre elementos de volume desse meio.
Vamos discutir isso tomando, como exemplo, uma corda pela qual se propaga uma
onda transversal (Fig.11).

s

«"E' SENTIDODE ¥
oD PROPAGACAD

Fig.11

A linha horizontal pontilhada, sobre a qual estd colocado o eixo X do
referencial, representa a corda quando, por ela, ndo se propaga qualquer onda. Esta
linha representa também as posi¢gdes de equilibrio dos movimentos harmonicos
simples executados, ao longo do eixo Y, pelos elementos de volume, isto &,
segmentos da corda com comprimentos muito pequenos. As letras A, B, C, D e E
indicam as posi¢cées de alguns elementos de volume e as letras A’, B', C', D' e F’
indicam os pontos de equilibrio dos respectivos movimentos harménicos simples.

O elemento de volume na posicdo A esta momentaneamente em repouso no
referencial considerado. Por isso, sua energia cinética é zero. Na vizinhanga de A, a
corda nao esta deformada, de modo que a energia potencial do elemento de volume
em A é zero. A energia total desse elemento de volume também é zero.

O elemento de volume em D tem velocidade ao longo do eixo Y com sentido
oposto ao desse eixo e mddulo maximo, ja que esta passando pela posicao de
equilibrio do seu MHS. Por isso, a sua energia cinética tem o valor maximo.
Observando que a distancia entre C e D é maior do que a distancia entre C’' e D’,
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podemos inferir que, na vizinhanga de D, a corda alcanca sua maxima deformacgao, de
modo que a energia potencial do elemento de volume em D tem o valor maximo. A
energia total desse elemento de volume também é maxima.

Um elemento de volume entre A e D (como aquele em B, por exemplo) tem
energia total entre zero e o valor maximo. Essa energia aumenta com o aumento da
distancia ao ponto A e com a diminui¢ao da distancia ao ponto D.

Por outro lado, como a onda se propaga no mesmo sentido que o eixo X, o
elemento de volume em D se move ao longo do eixo Y com velocidade de sentido
contrario ao desse eixo e, no instante seguinte, ele se encontra, digamos, em D*.
Como ele ndo se encontra mais na posi¢cdo de equilibrio do seu MHS vertical, sua
energia total ndo tem mais o valor maximo. Nesse mesmo instante e provindo de E, o
elemento de volume a sua direita alcanga E’, a posi¢cdo de equilibrio do respectivo
MHS ao longo do eixo Y. A energia total desse elemento de volume tem, agora, o valor
maximo. Assim, certa quantidade de energia foi transferida do elemento de volume em
D para o elemento de volume em E.

Esse processo de transferéncia de energia, que descrevemos entre um
elemento de volume na sua posicao de equilibrio e o elemento de volume a sua
direita, se repete continuamente, entre qualquer elemento de volume e o elemento de
volume a sua direita.

As ondas transversais s6 podem se propagar em um meio se a mudanga de
forma desse meio vem acompanhada do aparecimento de forgcas restauradoras. Isto
acontece em meios sdlidos e na superficie dos liquidos. Ondas mecanicas
transversais n&o se propagam em gases.

VI. Equagao da Onda
Para estabelecer a equacédo da onda vamos tomar uma onda transversal que

se propaga na direcdo do eixo X do referencial considerado e no mesmo sentido
desse eixo, com velocidade de modulo v (Fig.12).

i wi
N S A t=10
YOO D)=y oo ) o
I:I EI : //
k4 Ed by
s
Fig.12

O padrao espacial da onda se desloca no espago com o passar do tempo. Na
Fig.12, representamos a onda no instante de tempo considerado como inicial (t = 0) e
num instante posterior genérico (t # 0). Como estamos estudando ondas harménicas,
em qualquer instante de tempo, o padrdo espacial da onda é dado por uma funcao
harménica (seno ou cosseno). Assim, para t = 0, escrevemos:

y(x,0)=Asenbx
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em que A representa a amplitude da onda e b, uma constante que devemos
determinar. O padrao espacial da onda repete-se periodicamente ao longo do eixo X.
O periodo espacial &, por definicdo, o comprimento de onda. Assim, temos:

y(x+2,0) = y(x,0)
Usando a expressao acima:

sen[b(x +A)] =senbx

e, como, da Trigonometria, sabemos que:

sen(x +2n) =senx

podemos concluir, dessas duas ultimas expressdes, que bi=2r, ou seja, que b é o
numero de onda. Por isso, a expressao para o padrao espacial da onda em t = 0 pode
ser escrita:

y (x,0)=Asenkx

Por outro lado, tomando os pontos X’ € x de modo que x — X’ = vt, ou seja, de
modo que x — X’ representa a distancia percorrida pela onda durante o intervalo de
tempo t, temos:

y(x,t)=y(x'0)
ou:
y(x,t)=y(x-vt,0)

e usando a expressao acima para y(x,0) com v = o/k vem:

y(x,t)=Asen(kx —wt)

Esta equacéao representa uma situacéo particular porque, nela, esta implicita a
condicdoy = 0 para x =0 et = 0. A equacdo geral da onda que se propaga sobre o

eixo X no mesmo sentido que aquele considerado positivo para esse eixo é:

y(x,t)=Asen(kx —ot+3)
A grandeza & é chamada de fase inicial.
Repetindo a demonstragédo acima substituindo v por — v, obtemos a equacéo da

onda que se propaga em sentido contrario aquele considerado positivo para o eixo X:

y(x,t)=Asen(kx + ot + )

Para estabelecer estas equagdes tomamos, por questdes didaticas, o caso de
uma onda transversal. Contudo, as equagdes valem também para ondas longitudinais.
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Exercicio 1

A Fig.13 representa um instantdneo de uma corda em que se propaga uma
onda transversal cuja velocidade tem moédulo de 6 m/s num referencial fixo no solo.
Determine a equagao dessa onda.

Exercicio 2

Num dado referencial, a onda transversal progressiva que se desloca em certa
corda é descrita pela expressao:

y(x,t)=10sen[n(0,01x — 21t)]
com x e y dados em centimetros e t em segundos. Calcule (a) o médulo da velocidade,
(b) a frequiéncia e (c¢) o comprimento de onda dessa onda.
VII. Principio de Superposi¢ao

Duas ou mais ondas podem se cruzar ha mesma regido do espago, movendo-
se independentemente. Entdo, pelo principio de superposicdo: o deslocamento de

qualquer particula do meio em um dado instante é a soma vetorial dos deslocamentos
que seriam produzidos pelas ondas individualmente.

¥ Y, + Y,

Fig.14

O principio de superposicao s vale para ondas em meios elasticos, onde as
forcas de restauracdo sado proporcionais as deformacodes. Inversamente, qualquer
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movimento ondulatério pode ser analisado como combinacdo de movimentos
ondulatérios simples. Os efeitos fisicos associados a superposicdo de duas ou mais
ondas sdo chamados de interferéncia. Como exemplo, vamos considerar duas ondas
transversais idénticas, isto €, com freqUiéncias e amplitudes iguais e que se propagam
na mesma direcao e no mesmo sentido, com velocidades de mdédulos iguais, mas uma
atrasada em relagao a outra, com diferenga de fase constante. Assim, escrevemos:

¥, (x,t)=Asen(kx — ot —3)

Y, (X, t)=Asen(kx — ot)

Em um instante de tempo qualquer (t fixo), y, € y, representam duas ondas
separadas por uma distancia Ax = & / k sobre o eixo X (Fig.14). Numa dada posicao (x
fixo), y1 e y» representam dois movimentos harménicos simples defasados por um
intervalo de tempo At =6/ .

A onda resultante da superposicéo de y; e y, é dada por:

Y, +Y, =A[sen(kx — ot - 8) + sen(kx — ot)]

e pela expresséao trigonométrica:

senA +senB = 23en(A;BJcos(A_BJ

2
vem:

Yit+Y,= (ZA cos%} sen (kx — ot —%J

A onda resultante tem a mesma freqUéncia angular ® que y; € y,, mas a
amplitude, agora, é dada pelo fator 2A cos (6/2).

/ L~
S~ % ;

¥y= Yy

A
".'I"I1+".'I'II2 "-.I."1+"-.I."2

Fig.15(a) (k)

Para 6 = 0 temos y; = y, e a amplitude da onda resultante € 2A (Fig.15(a)).
Nesse caso, dizemos que existe interferéncia construtiva entre y; e y, (condicdo de

maximo).

Para & = © temos y, = — y, € a amplitude da onda resultante é zero (Fig.15(b)).
Nesse caso, dizemos que existe interferéncia destrutiva entre y; e y, (condigdo de
minimo).

De modo geral, pode haver interferéncia entre ondas com quaisquer
frequiéncias e/ou amplitudes e com qualquer diferenca de fase.
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Exercicio

Duas ondas circulares de mesmo comprimento de onda sd&o geradas em
pontos distintos da superficie de um lago. Discuta em que condigbes a interferéncia
dessas ondas é construtiva e em que condi¢des a interferéncia é destrutiva.

VIIl. Velocidade de Fase e Velocidade de Grupo

A velocidade de propagacéo de uma onda harménica de comprimento de onda
A, frequéncia f, freqliéncia angular ® € niumero de onda k, cujo modulo é dado por:

v:kf:2
k

€ chamada velocidade de fase. Para discutir o que entendemos por velocidade de
grupo, vamos considerar o exemplo da onda constituida pela superposi¢cao de duas
ondas harménicas de mesma amplitude A, mas de frequéncias angulares o’ e ® muito
proximas uma da outra e numeros de onda k’ e k também muito préximos um do outro,
Cuja equagéao pode ser escrita:

y(x,t)=A[sen(k'x — o't) + sen(kx — ot)]

Pela mesma expressao trigonométrica usada acima, temos:

y(x,t)=2Acos {(k'_k) a ((D'_m)t} sen {(k"Lk) X - (®'+w)t}

2 2

€ como ® e m sao quase iguais, podemos tomar ®’ + ® = 20 e k' + k = 2k e ficamos
com:

(K'—k) X — (0'—m)t
2

y(x,t)=2Acos{ }sen(kx—mt)

Esta expressao descreve um movimento ondulatério com amplitude modulada.
Este movimento esta representado, na Fig.16, pela linha continua.

Fig.16

Matematicamente, o movimento ondulatério é descrito pelo fator:
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sen (kx — ot)

e tem, portanto, freqtiéncia f dada por:

f=—
2n

Por outro lado, a amplitude modulada esta representada, na Fig.16, pela linha
pontilhada. Matematicamente, a amplitude é descrita pelo fator:

2Acos[(
2

k'-k)x — (m'—m)t}

e tem frequiéncia f’, muito menor do que f, dada por:

Pela expressdo matematica de y(x,t) podemos ver que esta amplitude
modulada corresponde a um movimento ondulatério que se propaga com uma
velocidade, chamada de velocidade de grupo, com maddulo:

O movimento ondulatério descrito por y(x,t) € como uma sequéncia de pulsos.
Um unico pulso (Fig.17) pode ser construido superpondo-se um grande numero de
ondas harmoénicas de comprimentos de onda e frequéncias diferentes.

hd

Fig.17

Se o0 modulo da velocidade de propagacido € independente da frequéncia,
dizemos que o meio pelo qual se propagam as ondas € um meio nao dispersivo.
Nesse caso, todas as ondas que compdem o pulso se deslocam com a mesma
velocidade e a velocidade de grupo, que corresponde a velocidade do pulso, é igual a
velocidade de fase, que corresponde a velocidade de cada onda componente. Num
meio dispersivo, cada onda harménica que compde o pulso se desloca com uma
velocidade de mddulo diferente e o mdédulo da velocidade do pulso pode nao ser igual
a qualquer um dos moédulos das velocidades de fase.

Uma onda harménica que se estende de — « a + « & caracterizada por um sé
comprimento de onda e uma so6 frequiéncia. Uma onda como essa nao é adequada
para transmitir informacéo porque informagao implica alguma coisa com um comego e
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um fim. Uma informacao pode ser codificada por uma sequéncia de pulsos e, portanto,
viaja com uma velocidade igual a velocidade de grupo que &, no caso de um meio nao
dispersivo, idéntica a velocidade de fase.

IX. Ondas Estacionarias

Para discutir o conceito de onda estacionaria, vamos considerar uma corda
muito comprida, esticada ao longo do eixo X, com uma das extremidades fixa na
posicdo x = 0. Ao longo dessa corda, propaga-se uma onda progressiva transversal
em sentido contrario aquele tomado como positivo para o eixo X. Ao alcangar a
posicao x = 0, a onda é refletida, propagando-se em sentido contrario (Fig.18).

y (% L)

ONDA REFLETIDA,

CMDA INCIDENTE

Fig.18

A onda progressiva incidente e a onda progressiva refletida sdo descritas,
respectivamente, pelas expressdes:

y, (x,t)=Asen(kx + ot)
Yr(X,t)=A'sen(kx — ot)
Pelo principio de superposicao, o deslocamento de qualquer particula da corda

em um dado instante é a soma vetorial dos deslocamentos que seriam produzidos
pelas ondas individualmente. Assim, podemos escrever, para a onda resultante:

Y% t)=y, (x,t) + yr(X1)
ou seja:
y(x,t)=Asen(kx + ot) + A'sen(kx — ot)

A particula da corda em x = 0 permanece em repouso no referencial
considerado, de modo que y(0,t) = 0 para qualquer t. Assim:

0=Asen(ot)+ A'sen(-ot)
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e como, da Trigonometria, sabemos que:
sen(—ot) = —sen(wt)

segue-se imediatamente que:
0=(A—-A")sen(wt)

e dai, A = A'. Em palavras: a onda incidente e a onda refletida tém amplitudes iguais.
Além disso, pela relagao trigonométrica:

senA —senB = Zsen(A;BJcos(AJrBJ

2

vem:
y(x,t)=2A sen(kx)cos (mt)

As fases (kx + ot) e (kx — ot) ndo aparecem nesta expressdo. Por isso, ela ndo
descreve uma onda progressiva, mas uma onda estacionaria. O fator:

cos(wt)

indica que todas as particulas da corda descrevem movimentos harménicos simples
com a mesma frequiéncia f = o/2x e o fator:

2A sen (kx)

indica que a amplitude do MHS de cada particula depende da sua posi¢ao ao longo do
eixo X.
Por outro lado, a amplitude da onda estacionaria é nula para:

kx =nn (n=0,1,2,...0)

e como k = 2n/A, podemos dizer que a amplitude da onda estacionaria é nula em:

x:(gjn (n=0,1,2,...x)

Os pontos dados por essa expressdo sdo chamados de nds. Dois nés
consecutivos estdo separados por uma distancia A/2. O comprimento de onda A é
dado, em funcdo da frequéncia e do médulo da velocidade de propagacado, pela
expressao A = V/f.

Vamos considerar, agora, que a corda tem um comprimento L e que suas
extremidades estao fixas, uma em x = 0 e a outra em x = L. Assim, temos a condi¢ao
adicional y(L,t) =0 para qualquer t. Portanto, da expressdo que descreve a onda
estacionaria, vem:

0=2Asen(kL)cos(wt)
ou:
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sen(kL)=0
Esta ultima expressao é verdadeira para:
kKL=n'rn (n"=1,2,..x)

e como k = 2n/\, temos:

=22 (M=1,2,..»)

Essa expressdo da os comprimentos de onda das ondas estacionarias que
podem ser estabelecidas numa corda de comprimento L com suas extremidades fixas.

ecomox<L,devemostern=0,1,2,..n.

Desse modo, para i = 1 temos n = 0 e n = 1. A onda estacionaria
correspondente tem dois nds, nas posi¢cdes x = 0 e x = L (Fig.19(a)).

Paran’=2temosn=0,n=1en=2. Aonda estacionaria correspondente tem
trés nods, nas posigdes x =0, x = L/2 e x = L (Fig.19(b)).

Para n =3 temosn=0, n=1n=2en
correspondente tem quatro nés, nas posi¢cées x = 0, X
(Fig.19(c)). E assim por diante.

Em uma onda harmdnica progressiva, todas as particulas do meio executam
movimentos harmdnicos simples com a mesma amplitude. Em uma onda estacionaria,
as particulas do meio também executam movimentos harmdnicos simples, mas as
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amplitudes dependem das posigdes das particulas. As particulas cujas posi¢des
correspondem aos nés de uma onda estacionaria permanecem em repouso no
referencial considerado. Como n&o pode haver fluxo de energia através dos nds, nao
ha fluxo de energia através do meio quando, nele, existe uma onda estacionaria. Cada
particula do meio executa o seu particular MHS sem perder ou ganhar energia das
particulas vizinhas.

Ondas progressivas que se movem em sentidos contrarios, como no caso da
corda, discutido acima, produzem ondas estacionarias mesmo se suas amplitudes séo
diferentes.

A discussdo acima foi baseada nas ondas transversais em uma corda por
motivos didaticos. Ondas estacionarias podem aparecer tanto associadas a ondas
transversais quanto a ondas longitudinais.

Exercicio 1
Uma crianga produz uma onda estacionaria numa corda com 2 m de

comprimento (Fig.20). Determine (a) o numero de nés, (b) o comprimento de onda e
(c) a amplitude da onda produzida.

Fig.20

Exercicio 2

Uma corda com 2 m de comprimento tem as extremidades fixas. Procurando
estabelecer ondas estacionarias com freqiiéncia de 120 Hz, um estudante de Fisica
obteve o terceiro harménico. Determine (a) o comprimento de onda e (b) a distancia
entre nos adjacentes.

Exercicio 3

Uma onda estacionaria, numa corda com as duas extremidades fixas, é
descrita pela expresséo:

x,t)=1sen X lcos (400t
y(xt)=7 (zoj ( )

em que x e y sdo dados em centimetros e t, em segundos. Calcule a distancia entre
dois nés adjacentes da corda.
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Exercicio 4

Um fio de ago de 120 cm de comprimento € mantido esticado com as duas
extremidades fixas. Neste fio, existe uma onda mecéanica estacionaria com 5 nos e
freqiéncia de 60 Hz. Podemos pensar que essa onda estacionaria é formada pela
superposicao de duas ondas progressivas que se propagam em sentidos contrarios.
Calcule o modulo da velocidade de propagacao dessas ondas progressivas.

X. A Cuba de Ondas

Um arranjo experimental interessante para observar os fenbmenos mais
comuns caracteristicos das ondas, quais sejam, a reflexado, a refragcao, a interferéncia
e a difracdo, é o que chamamos de cuba de ondas.

O arranjo consiste de uma cuba rasa, transparente, com uma lamina de agua
com profundidade de meio centimetro, uma fonte de luz intensa iluminando o fundo da
cuba, de baixo para cima, e um espelho, colocado sobre a cuba de modo que possa
refletir as sombras produzidas pelas perturbagdes na agua numa tela fixa em uma
parede vertical ou na prépria parede, se ela tiver uma cor clara. A cuba com agua
pode ser colocada, por exemplo, sobre um retro-projetor (Fig.21).

|  AGUA PAREDE
= 1] cuea
1 i 1
LEMTE
== LAMPADA
Fig 21

Uma pequena esfera, mergulhada periodicamente na agua, ou gotas de agua
pingadas com um conta-gotas, podem ser fontes geradoras convenientes de ondas.

Em baixas freqliéncias, o comprimento de onda da onda produzida na agua da
cuba pode ter varios centimetros. Nessas condicbes, o médulo da velocidade de
propagacao da onda, num referencial fixo na cuba, é dado pela expressao:

vx o
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em que g representa o moédulo da aceleragédo gravitacional e h, a profundidade da
agua na cuba. Portanto, quanto mais rasa for a lamina de agua, menor sera o médulo
da velocidade de propagacéo da onda.

Frente de Onda e Raio

Vamos considerar a onda bidimensional produzida na superficie da agua de
uma cuba de ondas por uma sequéncia de gotas que caem no mesmo ponto (Fig.22).

o FRENTE DE OMDA

Fig.22

As circunferéncias (em perspectiva) representem as cristas da onda, ou seja,
os pontos do meio com elongacdo maxima relativamente a posicao de equilibrio.
Todos esses pontos oscilam em fase. Os pontos sobre qualquer circunferéncia com
centro no ponto de origem das ondas oscilam em fase. Quando uma onda se propaga
nao pela superficie, mas pelo interior do meio, o conjunto de pontos que oscilam com
a mesma fase constitui uma superficie. Se o meio é isotrépico, de modo que o médulo
da velocidade de propagacido da onda € o mesmo qualquer que seja a direcdo de
propagacao, a superficie tem a forma esférica e a onda € chamada de onda esférica.

Todo lugar geométrico continuo dos pontos do meio que oscilam em fase é
chamado de frente de onda.

Toda linha ao longo da qual se propagam as frentes de onda se chama raio.

Um meio é chamado de isotropico quando suas propriedades sdo as mesmas
ao longo de quaisquer diregbes. Nos meios isotropicos, as frentes de onda sao
circunferéncias ou superficies esféricas e todo raio € uma linha reta perpendicular as
frentes de onda. Desse modo, toda reta que passa pelo ponto de origem das ondas e
por qualquer ponto de qualquer frente de onda é um raio.

XI. Reflexao

A velocidade de propagagdo de uma onda depende das propriedades fisicas
do meio através do qual ela se propaga num referencial em que esse meio como um
todo esta em repouso. Esse fato é a base dos fendbmenos de reflexdo e refracédo, que
acontecem quando a onda alcancga a superficie de separacao entre dois meios.

A onda refletida é a onda que volta pelo mesmo meio onde se propagou a onda
incidente. A onda refratada é a onda que se propaga pelo outro meio. A energia da
onda incidente fica em parte na onda refletida e em parte na onda refratada.

Dizemos que existe reflexdo especular quando a onda refratada pode ser
ignorada e a quase totalidade da energia fica na onda refletida.
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Podemos observar o fendbmeno da reflexdo de uma onda em uma cuba de
ondas colocando uma régua com parte acima da superficie da agua e deixando cair
uma seqiiéncia de gotas para produzir uma onda sobre essa superficie (Fig.23).

Vamos considerar o ponto O como sendo o lugar em que as gotas atingem a
superficie da agua, gerando a onda. A forma da onda refletida € exatamente igual a
forma que teria uma onda gerada no ponto O’, simétrico a O em relagao a superficie
refletora da régua.

B REGUA

h o
Fig.23

Consideremos também um ponto A qualquer sobre a superficie refletora da
régua e o segmento de reta AD, perpendicular a esta superficie em A. A linha OA é o
raio incidente no ponto A e a linha AC é o correspondente raio refletido. Desse modo, i
€ o angulo de incidéncia, r é o angulo de reflexao, i* € o angulo entre a superficie
refletora da régua e o segmento AO’ e r* é o angulo entre a superficie refletora da
régua e o segmento AO.

Como i + r* = 90° e como r* = i*, ja que os pontos O e O’ sdo simétricos em
relagédo a superficie refletora da régua, temos:

i+i*=90°
Por outro lado, comor + i+ r* + i* = 180° e como i + r* = 90°, temos também:
r+i*=90°

Comparando as duas expressdes, obtemos: i = r. Em palavras: o angulo de
incidéncia ¢é igual ao angulo de reflexao.
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XIl. Refracao

Podemos observar, em uma cuba de ondas, o fendmeno da refragdo de uma
onda, isto é, a mudanca na velocidade de propagacao da onda quando ela passa de
um meio para outro. Para tanto, colocamos algum objeto plano, como uma lamina de
vidro, sobre uma parte do fundo da cuba. Com isso, obtemos duas regibes de
profundidades diferentes: a regido hs, com a profundidade original h4, e a regido h,,
sobre o objeto plano, com profundidade h,, menor do que h;.

Para gerar uma onda sobre a superficie da agua, deixamos cair uma seqiéncia
de gotas em algum ponto da regido h; (Fig.24(a)). Desse modo, quando essa onda
entra na regido h,, onde a agua tem menor profundidade, o modulo da sua velocidade
de propagacéo fica menor. A frequéncia da onda é caracteristica da fonte emissora.
Assim, quando a onda passa da regiao hs para a regiao h,, a freqiiéncia permanece a
mesma, mas como o moédulo da velocidade de propagacéo fica menor, o comprimento
de onda também fica menor.

Fig.24(a) ()

Vamos considerar o ponto O como sendo o lugar da regido h; em que as gotas
atingem a superficie da agua, gerando a onda. Vamos considerar também o raio OAA’,
perpendicular a linha de separagdo entre as duas regides consideradas, e o raio
genérico OBB’.

A refracdo ndo vem acompanhada, necessariamente, de mudancga de diregao,
como podemos ver pelo raio OAA’. Sé existe mudanca de dire¢do se o raio incidente
nao é perpendicular a superficie de separagao entre os dois meios considerados.

Durante o mesmo intervalo de tempo At, a onda se desloca uma distancia
como a de E para F, na regido h,, e de B para C, na regido h,, e podemos pensar que
um ponto onde a onda passa de uma regido para outra se desloca uma distancia
como a de B para F.

Vamos considerar a reta DD’ como perpendicular a linha de separacao entre a
regiao h; e a regido h, no ponto B, i como o &ngulo de incidéncia e r como o angulo de
refracdo do raio OBB’ (Fig.24(a) e (b)).

Tomando um pequeno intervalo de tempo At, podemos considerar BEF e BCF
como tridngulos retédngulos, com hipotenusa comum BF. O &ngulo em B no tridngulo
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BEF é igual a i e o angulo em F no tridngulo BCF é igual a r. Entdo, podemos
escrever:

seni=—
BF
e
senr = —%
BF

em que A4 € A, sdo os comprimentos de onda da onda na regido h; e na regiao h,,
respectivamente.

Como a frequéncia da onda ndo muda quando ela passa de uma regido para
outra, da relagao f = v/A temos:

Vi _ Vo

Ay Ay

Nesta expressdo, v € v, representam os moédulos das velocidades de
propagacao da onda na regido hs e na regiao h,, respectivamente. Com estas ultimas
trés expressoes, vem:

seni A, V,
= — =— =constante
senr A, V,

7

O cociente v4/v,, simbolizado por n,;, € chamado de indice de refracdo da
regiao h, em relacéo a regiao h,. Assim:

_ seni
senr

21

Esta expressdo representa, matematicamente, a lei de Snell. Em palavras:
quando uma onda atravessa a superficie de separagéo entre dois meios, o cociente do
seno do angulo de incidéncia pelo seno do angulo de refracdo é uma constante
caracteristica desses dois meios.

XIll. Construcao de Huygens

A construgdo de Huygens é um procedimento puramente geométrico, que
permite determinar a forma e a posi¢ao da frente de onda num instante t, a partir da
forma e da posicao da frente de onda em um instante anterior t;. Todos os pontos da
frente de onda no instante t; sdo considerados como fontes de ondas esféricas
secundarias. A frente de onda no instante t, € a envolvente dessas ondas secundarias
como se apresentam nesse instante.

Como exemplo, vamos representar a refracdo de uma onda plana que passa
do meio 1 para o meio 2 desenhando varias frentes de onda geradas segundo a
construcdo de Huygens e desenhando também um raio, para evidenciar a mudanga na
direcdo de propagacdo da onda quando a incidéncia n&o é perpendicular a superficie
de separacgao entre os dois meios. Em cada frente de onda, representamos apenas
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cinco pontos que atuam como fontes de ondas secundarias, de cada uma das quais
apenas uma pequena parte aparece (Fig.25). O modulo da velocidade de propagacao
da onda fica menor quando ela entra no meio 2, de modo que o comprimento de onda
nesse meio € menor do que o comprimento de onda no meio 1. Isto esta indicado pela
menor distancia entre as frentes de onda no meio 2.

MEID 1
MEID 2

Fig.25

A construgcdo de Huygens pode ter sentido fisico como modelo para descrever
a propagacao de uma onda em um meio elastico, onda essa que resulta da vibragao
das particulas (atomos ou moléculas) do meio. Contudo, essa constru¢cao nao tem
sentido fisico como modelo para descrever uma onda eletromagnética que se propaga
no vacuo, onde nao existem particulas que possam vibrar.

XIV. Difragao

Difracao € o fendmeno pelo qual uma onda é distorcida por um obstaculo. Este
obstaculo pode ser um pequeno objeto que bloqueia a passagem de uma parte das
frentes de onda ou uma fenda que permite a passagem de apenas uma parte das
frentes de onda.

Fig.26(a) (b) (c)

Podemos observar o fenbmeno da difragdo em uma cuba de ondas, produzindo
uma onda plana numa das regides da cuba e obstruindo sua passagem para outra
regiao com duas laminas separadas por uma abertura entre elas. Quando a dimensao
da abertura é muito maior do que o comprimento de onda da onda plana, esta quase
nao se propaga atras das laminas (Fig.26(a)). Quando a dimensdo da abertura é da
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ordem de varios comprimentos de onda da onda plana, esta rodeia visivelmente as
bordas das laminas (Fig.26(b)). Quando a dimensédo da abertura € comparavel ao
comprimento de onda da onda plana, esta contorna as bordas das laminas, de modo
que, atras delas, a superficie da agua fica quase completamente perturbada
(Fig.26(c)). Neste ultimo caso, a abertura parece ser a fonte independente de uma
onda que se propaga atras das laminas, em todas as direcoes.

As dimensdes do objeto ou da abertura para as quais se observa o fenbmeno
da difracdo de uma dada onda dependem do comprimento de onda dessa onda:
quanto menores tais dimensdes, quando comparadas ao comprimento de onda, tanto
mais notavel é o fendbmeno. Quando as dimensdes do obstaculo ou da abertura sdo
comensuraveis com o comprimento de onda, a difragdo se manifesta nas
proximidades de tal obstaculo ou abertura.

A difragdo pode ser descrita pela construgdo de Huygens. Vamos considerar,
como exemplo, a difracdo de uma onda que atravessa uma abertura formada por dois
anteparos. Os pontos da frente de onda que chega aos anteparos e a abertura se
comportam como fontes de ondas secundarias. As ondas secundarias originadas nos
pontos da frente de onda que se encontram frente aos anteparos sao bloqueadas por
esses anteparos. As ondas secundarias originadas nos pontos da frente de onda que
se encontram frente a abertura ndo sao bloqueadas e, por isso, determinam a forma
da frente de onda na regido além da abertura.

Exercicio 1
Discuta um fendbmeno cotidiano em que ocorre difragao.
Exercicio 2

Use a construgcdo de Huygens para descrever a difragdo de uma onda que
contorna um obstaculo.

XV. Ondas Sonoras

Ja vimos que se os pontos do meio pelo qual passa uma onda oscilam numa
direcdo paralela a diregdo de propagacdo da onda, ela é chamada de onda
longitudinal. As ondas sonoras sdo ondas mecanicas longitudinais que se propagam
em meios materiais. A onda que se propaga no ar, gerada pelo movimento periddico
de vai e vem da membrana de um alto-falante e a onda em um sdlido qualquer, gerada
quando golpeamos ritmicamente qualquer regido dele, sdo exemplos de ondas
sonoras.

Num referencial fixo no meio, o0 médulo da velocidade de propagacdo de uma
onda mecanica depende das caracteristicas do meio. No caso em que o0 meio é um
gas, as perturbagdes que formam as ondas sio transmitidas de um ponto a outro
através das colisdes mutuas das particulas que formam o gas. Desse modo, quanto
maior a densidade do gas e quanto mais alta a sua temperatura, maior € o modulo da
velocidade de propagacéo das ondas.

Nos meios sdlidos, as particulas constituintes estdo presas, a posicoes fixa,
pelas interagbes mutuas. Essas interagcdes propagam com grande rapidez as
perturbagdes que caracterizam as ondas mecanicas. Por isso, 0 médulo da velocidade
de propagacéao das ondas sonoras € maior nos solidos do que nos gases.

As particulas que formam os liquidos estdo menos ligadas umas as outras, em
comparagdao com as particulas que formam os solidos, mas estdo mais ligadas se

79



comparadas as particulas que formam os gases. Por isso, 0 mddulo da velocidade de
propagacao das ondas sonoras nos liquidos € maior do que nos gases, mas menor do
que nos solidos.

A tabela a seguir apresenta alguns valores do modulo da velocidade de
propagacao das ondas sonoras, representado por vs, em diferentes meios e para
diferentes temperaturas.

Meio vs (M/s)
Oxigénio (0°C) 317
Ar (0°C) 332
Ar (20°C) 344
Hidrogénio (0°C) 1300
Agua (0°C) 1404
Agua (20°C) 1450
Ferro 5100
Granito 6000

Som, Ultra-Som e Infra-Som

Ondas sonoras sao ondas mecénicas longitudinais que se propagam em meios
materiais. As ondas sonoras com frequéncias entre 20 Hz e 20000 Hz podem
estimular o ouvido humano, ou seja, sado audiveis. Esses numeros possam variar de
uma pessoa a outra e com a idade.

A sensacgao que os seres humanos experimentam por efeito das ondas sonoras
nessa faixa de freqliéncia € o que chamamos de som.

Qualquer onda mecéanica longitudinal com freqiéncia menor do que 20 Hz é
chamada de infra-som e qualquer onda mecéanica longitudinal com freqténcia maior do
que 20000 Hz é chamada de ultra-som. Infra-sons e ultra-sons ndo estimulam o ouvido
humano, isto é, sdo inaudiveis.

Eco e Reverberagao

O ouvido humano pode distinguir, uma da outra, ondas sonoras recebidas com
um intervalo de tempo de no minimo um décimo de segundo.

Consideremos uma fonte que emite ondas sonoras. As ondas refletidas por um
obstaculo e as ondas que chegam diretamente ao ouvido de um ser humano podem
ser percebidas com um intervalo de tempo menor do que 0,1s. Nesse caso, elas se
confundem e dizemos que ha reverberacao. Por outro lado, as ondas refletidas por um
obstaculo e as ondas que chegam diretamente ao ouvido de um ser humano podem
ser percebidas com um intervalo de tempo maior do que 0,1s. Nesse caso, as ondas
nao se confundem e dizemos que ha eco.
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Exercicio 1

Discuta quais dos seguintes fendmenos ocorrem com ondas longitudinais e/ou
com ondas transversais: (a) interferéncia, (b) reflexao, (c) refragao, (d) difracdo e (e)
polarizagao.

Exercicio 2

Mostre que, no ar a 20 °C, as ondas sonoras com freqliéncias entre 20 Hz e
20000 Hz tém comprimentos de onda entre 1,7 cm e 17 m.

Exercicio 3

Em dois pontos A e B, separados por uma distancia de 1 m, estdo colocados
dois alto-falantes que emitem ondas sonoras de mesma frequéncia e em fase (Fig.27).

)

Fig.27

Partindo de 10 Hz, a frequéncia das ondas sonoras vai aumentando com o
tempo. Calcule a frequéncia para a qual a observadora deixa de escutar as ondas
sonoras.

Exercicio 4
Duas pessoas estdo separadas por um muro espesso huma regido plana e

deserta. Uma n&o pode ver a outra, mas a escuta claramente. Explique como isso &
possivel.

XVI. Qualidades Fisiolégicas do Som

Os seres humanos podem distinguir os sons uns dos outros pelas suas
qualidades fisiolégicas: altura, intensidade e timbre. Essas qualidades fisiologicas
estdo relacionadas as diferentes propriedades das ondas sonoras.

Altura

A altura é a qualidade fisioldgica que nos permite distinguir os sons graves dos
agudos. Em termos fisicos, essa qualidade estd associada a frequéncia das ondas
sonoras: as frequéncias baixas correspondem sons graves e as frequéncias altas,
sons agudos.
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Intensidade

Intensidade é a qualidade fisiologica que nos permite distinguir os sons fortes
dos fracos. Em termos fisicos, intensidade é a quantidade de energia transportada
pela onda sonora através de uma superficie de area unitaria perpendicular a dire¢cao
de propagacéao por unidade de tempo. A intensidade de uma onda é proporcional ao
quadrado da sua amplitude. No caso de uma onda sonora, a amplitude é dada pela
diferencga entre a pressao de uma regido de compressao (ou de rarefagdo) maxima e a
pressao atmosférica normal. No SI, a unidade de intensidade é W / m?.

Uma grandeza associada a intensidade € o nivel sonoro, para o qual usamos
uma unidade adimensional, o decibel (simbolizado por dB). A tabela abaixo mostra
alguns sons e o correspondente nivel sonoro.

Som Nivel Sonoro (dB) Intensidade (W / m?)
Sussurro 20 107"
Dormitério Tranquilo de Dia 30 10°°
Conversa Normal 60 10°°
Rua com Muito Trafego 90 107
Buzina de Automovel 100 1072
Limiar de Dor 120 1
Motor de Avido a Jato 130 10

A escala de niveis sonoros ¢é definida por:

0

ngs (1) = 1010g,, (ILJdB

com
l, =107 Watt /m?

Como logip 1 = 0, vem: ngg (lg) = 0. Assim, uma onda sonora com intensidade
de 1072 Watt/m? tem um nivel sonoro de zero decibel.

O som de uma conversa normal tem uma intensidade 10 mil vezes maior do
que o som de um sussurro. A diferenca de 40 dB entre os niveis sonoros corresponde
a uma razao de 10000 entre as intensidades.

Por outro lado, qualquer som acima de 85 dB pode causar perda de audicio.
Essa perda depende da intensidade do som e do periodo de exposi¢gdo. Uma
exposicdo a um som de 90 dB durante 8 horas ou uma exposi¢do a um som de 120 dB
durante alguns segundos ja causam danos.
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Timbre

Timbre é a qualidade fisiolégica que nos permite distinguir os sons de
diferentes instrumentos mesmo que eles estejam produzindo a mesma nota musical.

Um diapasao, por exemplo, produz uma onda sonora pura, isto €, associada a
uma unica freqiéncia. Os instrumentos musicais, ao contrario, produzem ondas mais
complexas, que resultam da superposicdo do modo fundamental (que define a nota)
com um conjunto de harménicos superiores. O conjunto e a intensidade desses
harménicos diferem de um instrumento para outro e definem o timbre do instrumento.

Como ilustragdo, a Fig.28(d) representa uma onda complexa, formada pela
superposicdo do modo fundamental (Fig.28(a)) com o primeiro (Fig.28(b)) e o segundo
(Fig.28(c)) harmonicos.

Exercicio 1

Uma flauta emite ondas sonoras que s&o percebidas por uma pessoa como
sons agudos. Uma tuba emite ondas sonoras que sao percebidas como sons graves.
(a) Diga que instrumento esta emitindo ondas sonoras com comprimentos de onda
menores. (b) Diga de que instrumento vém as ondas sonoras melhor escutadas por
uma pessoa atras de um obstaculo e justifique sua resposta.

Exercicio 2

Audiometria € um exame que avalia as capacidades auditivas de uma pessoa.
Numa audiometria, uma pessoa foi capaz de escutar ondas sonoras com freqliéncias
entre 60 Hz e 3400 Hz. Sabendo que o mddulo da velocidade do som naquele dia era
de 340 m/s, calcule o comprimento de onda do som mais agudo que esta pessoa
escutou.

Exercicio 3

Numa discussao, o nivel sonoro da voz de uma pessoa passa de 60 dB para
70 dB. Calcule o aumento na intensidade das ondas sonoras provocadas pela pessoa.
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Exercicio 4

Um automovel vem de fabrica com uma buzina cujo nivel sonoro é de 100 dB.
Calcule o nivel sonoro produzido por dois desses automdéveis buzinando juntos.

XVII. Notas Musicais

Um objeto que vibra, como uma corda de violdo ou de piano, a palheta de um
saxofone ou a membrana de um tambor ou de um alto-falante, movimentando-se para
frente e para tras, repetidamente, gera regides de compressao e de rarefagdo que se
propagam no ar como uma onda sonora.

O volume (ou intensidade) de um som esta associado a quantidade de energia
transportada pela onda sonora. O volume relativo das varias notas que compéem uma
dada musica é componente importante da sua execugdo porque contribui para
despertar emogdes no ouvinte. A intensidade de uma nota pode ser controlada, no
violdo, pela forga exercida sobre a corda, ao toca-la, no violino, pela for¢ga do arco
sobre a corda, no piano, pela forca com que a tecla é tocada, numa corneta, pela
intensidade do sopro, e assim por diante.

Ondas Estacionarias numa Corda

Ja vimos que as ondas estacionarias numa corda de comprimento L, com as
duas extremidades fixas, podem ter os seguintes comprimentos de onda:

Sen’ =1, A =2L (Fig.29(a)). Dizemos que a correspondente onda estacionaria
€ 0 modo fundamental ou primeiro harménico.

Sen =2,) =L (Fig.29(b)). Dizemos que a correspondente onda estacionaria é
0 segundo harménico. Se n’ = 3, A = 2L/3 (Fig.29(c)). Dizemos que a correspondente
onda estacionaria é o terceiro harmébnico. E assim por diante. A corda, vibrando
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segundo qualquer uma de tais ondas estacionarias, produz, no ar, ondas sonoras com
a frequiéncia correspondente.

Ondas Estacionarias em Tubos Abertos

Nas extremidades de um tubo aberto, a onda sonora exibe ventres, isto é,
regides onde a pressdo do ar é a pressdo atmosférica normal. A expresséo
matematica que da os comprimentos de onda das ondas estacionarias num tubo
aberto de comprimento L é idéntica aquela para as ondas estacionarias numa corda
de comprimento L com as duas extremidades fixas:

=22 (M=1,2,..»)

Desse modo, podemos ter A = 2L, correspondendo ao modo fundamental ou
primeiro harménico (Fig.30(a)), A L, correspondendo ao segundo harmoénico

(Fig.30(b)), A = 2L/3, correspondendo ao terceiro harmdnico (Fig.30(c)), e assim por
diante.

Fig.30(a) (b] (c)

Ondas Estacionarias em Tubos Fechados

Na extremidade fechada de um tubo, a onda sonora exibe um né, isto é, uma
regido de compressao maxima ou rarefacédo maxima.

Fig.31(a) (b) (c)

As ondas estacionarias, nesse caso, podem ter os seguintes comprimentos de
onda: A = 4L, correspondendo ao modo fundamental ou primeiro harménico
(Fig.31(a)), A = 4L / 3, correspondendo ao segundo harménico (Fig.31(b)), A = 4L / 5,
correspondendo ao terceiro harménico (Fig.31(c)), e assim por diante.

Notas Musicais

Quando uma corda é posta a vibrar, desenvolve-se nela uma onda complexa,
que é a superposi¢cao do modo fundamental com uma série de harménicos superiores.
Nota musical é a onda sonora desenvolvida no ar por essa onda complexa. O mesmo
vale para uma coluna de ar dentro de um tubo ou para uma membrana. A nota é
musical, ou seja, agradavel ao ouvido humano, porque as freqiéncias das
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componentes (o modo fundamental e os harmdnicos) guardam entre si relagbes
matematicas simples. Caso contrario, a onda sonora seria associada a um som
desagradavel (ruido).

De qualquer forma, é a frequéncia do modo fundamental que define a nota. Por
exemplo, independentemente dos harménicos que possam se somar ao modo
fundamental, se esse tem uma frequéncia de 256 Hz, a nota é chamada dé.

O Timbre do Instrumento

Um diapasao oscila com sua freqiéncia natural prépria. Obrigado a oscilar por
um impulso periddico externo numa freqiéncia diferente, ele o far& com uma
amplitude pequena. Contudo, obrigado a oscilar com sua freqiéncia natural, ele o faz
com amplitude cada vez maior, mesmo que 0 impulso externo periddico seja pouco
intenso. A coincidéncia da freqléncia do impulso periédico externo com a frequéncia
natural € o que chamamos de ressonancia.

Quase todos os instrumentos musicais possuem uma caixa de ressonancia,
capaz de aumentar a amplitude apenas de determinados harménicos e, com isso,
definir a qualidade das suas notas musicais ou, como dizemos, o0 seu timbre.

Escalas Musicais

Uma escala musical € uma sucessdo de notas de frequéncias (alturas)
crescentes, cujas relagdes tém efeito agradavel ao ouvido humano.

Duas notas estdo separadas por uma oitava quando a freqiéncia de uma delas
€ o dobro da outra. Desse modo, a definicdo de uma escala deve abarcar uma oitava
porque, na oitava seguinte, as freqliéncias das notas sao o dobro das correspondentes
na oitava anterior. Como exemplo, consideremos a escala diatbnica maior, em que as
freqiéncias das notas compreendidas numa oitava obedecem as seguintes relagdes
matematicas entre suas freqiéncias:

Nota D6 Ré Mi Fa Sol La Si D6

Relagao 1

| ©

Ao
I

N | w
I

N

f (Hz) 256 | 288 | 320 |341,3| 384 |426,7 | 480 | 512

Notas e Instrumentos

Os instrumentos musicais fazem vibrar o ar de diversas maneiras. O violdo e o
piano, por cordas, a flauta, por uma borda pontiaguda e o saxofone, por uma linglieta
flexivel no caminho do ar soprado, o tambor, por uma membrana, etc.

Uma corda comprida d4 uma nota mais grave do que uma corda curta. Assim,
no violdo e no violino, podemos obter a nota desejada diminuindo apropriadamente o
comprimento da corda com os dedos de uma das maos. No caso de um piano ou de
uma harpa, existem cordas com todos os comprimentos correspondentes as notas do
instrumento.

86



Por outro lado, como a altura da nota produzida por uma corda depende, além
do seu comprimento, também da tensdo e da massa por unidade de comprimento, as
cordas sao esticadas por tensdes diferentes e/ou tém diametros diferentes.

Um tubo comprido da uma nota mais grave do que um tubo curto. Assim,
podemos obter a nota desejada controlando o comprimento efetivo do tubo, fechando
alguns orificios, como no caso de uma flauta, abrindo, como no caso de um saxofone,
ou movendo uma vara em forma de U, como no caso de um trombone. No caso de um
orgao, existem tubos com os comprimentos correspondentes as notas do instrumento.

XVIil. Efeito Doppler

Caso alguns pulsos sejam emitidos com uma dada freqiéncia, de uma fonte
sonora, as correspondentes frentes de onda sao superficies esféricas.

A Fig.32(a) representa as frentes de onda caso a fonte dos pulsos, localizada
em O, esteja em repouso em relagao aos observadores em O’ e em O”. Nesta figura,
as frentes de onda sao indicadas por secdes circulares planas. Para esses
observadores, as frentes de onda s&o concéntricas e igualmente espacadas, isto &,
chegam até eles com a mesma freqiéncia com que os pulsos foram emitidos.

Fig.32(a) (h)

A Fig.32(b) representa as frentes de onda caso a fonte dos pulsos esteja em
movimento em relagdo aos observadores em O’ e em O”. Também nesta figura, as
frentes de onda sdo indicadas por secdes circulares planas. Neste caso, para esses
observadores, as frentes de onda deixam de ser concéntricas. Aqui, C4, C, e C3
representam as frentes de onda dos pulsos emitidos quando a fonte estava nas
posicdes 1, 2 e 3, respectivamente. As frentes de onda chegam ao observador em O’
com uma freqiéncia menor do que aquela com que os pulsos foram emitidos e
chegam ao observador em O” com uma freqiéncia maior do que aquela com que os
pulsos foram emitidos.

A mudanga na freqléncia devido ao movimento relativo entre a fonte e o
observador é chamada de efeito Doppler. O efeito Doppler acontece com qualquer
movimento ondulatério e o espagamento das frentes de onda esta associado a
velocidade relativa entre a fonte e o observador.

Devido ao efeito Doppler, 0 som da sirene de uma ambulancia parece-nos mais
agudo, quando ela se aproxima de nos, e parece-nos mais grave, quando ela se
afasta de nés, em comparacdo ao som da sirene da mesma ambulancia quando ela
esta parada em relagéo a nés.
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O efeito Doppler explica também o deslocamento das frequéncias da luz
proveniente das estrelas, quando observada da Terra. Se uma estrela esta se
aproximando da Terra, seus raios luminosos sao observados com frequéncias
maiores. Como, no espectro luminoso, as freqiéncias mais altas correspondem a cor
azul, esse aumento de frequéncia é chamado de deslocamento para o azul. Se uma
estrela esta se afastando da Terra, seus raios luminosos sdao observados com
freqiéncias menores. Como, no espectro luminoso, as freqliéncias mais baixas
correspondem a cor vermelha, essa diminuicdo de freqiéncia é chamada de
deslocamento para o vermelho.

XIX. A Barreira do Som

Na discussdo que se segue, vamos considerar um referencial fixo no solo e,
nesse referencial, a atmosfera imoével.

Um objeto que se movimenta, na atmosfera, com uma velocidade de médulo v,
gera pulsos esféricos de pressdo. Esses pulsos se propagam com velocidade de
modulo vs, igual ao modulo da velocidade das ondas sonoras. Os pulsos ficam tanto
mais préximos uns dos outros, a frente do objeto, e tanto mais afastados uns dos
outros, atras dele, quanto maior o modulo da velocidade do objeto (Fig.33(a)).

@ @

W < Vg W g WV

Fig.33(a) (h) (c)

Quando v ~ vg, os pulsos a frente do objeto se sobrepdem, formando um pulso
Unico, de amplitude bem maior do que a amplitude de qualquer um dos pulsos
originais (Fig.33(b)). Desse modo, a frente do objeto, a press&o atmosférica fica bem
maior do que o seu valor normal. Quando v = vg, esse pulso Unico fica com uma
amplitude muito grande e recebe o nome (impréprio) de onda de choque.

Se o objeto que se movimenta na atmosfera € um avido, cada ponto de sua
superficie externa se comporta como uma fonte de pulsos de pressao. Além disso,
quando o moédulo da velocidade do avido se aproxima do médulo da velocidade das
ondas sonoras, comecam a se formar ondas de choque sobre as asas e perto do
nariz. Isto representa um grande obstaculo ao véo porque aparecem problemas
estruturais e de pilotagem, além de uma grande resisténcia ao avango do aviao,
devido a grande pressdao da atmosfera a sua frente. Todas estas dificuldades
constituem o que costumamos chamar de barreira do som.

Ao nivel do mar e em temperatura ambiente de 15 °C, o moédulo da velocidade
das ondas sonoras na atmosfera é:

Vs = 344 m/s =~ 1238 km/h
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Definimos o numero de Mach, simbolizado por M, como a raz&o entre o médulo
da velocidade de um objeto na atmosfera e o modulo da velocidade das ondas
sonoras:

Velocidades para as quais M < 1 sdo chamadas de velocidades subsénicas e
velocidades para as quais M > 1 sdo chamadas de velocidades superséOnicas. As
dificuldades ao v6o, apontadas acima, ficam bastante reduzidas para velocidades
supersbnicas com M > 1,2 porque, nessas velocidades, as ondas de choque
aparecem destacadas do avido, um pouco a sua frente.

Cone de Mach
Vamos pensar num corpo pequeno, como o nariz de um avido, que se move,

no referencial considerado, na horizontal, em linha reta, com velocidade v
supersénica, isto €, com v > vg (Fig.34).

COMNE DE MACH

Fig.34

No instante t, o corpo esta no ponto C. Ao passar pelo ponto A, no instante
anterior t;, o corpo produziu um pulso esférico que vem se propagando com a
velocidade do som. Esse pulso esférico, no instante t, tem raio Ra. Ao passar pelo
ponto B, no instante também anterior t,, o corpo produziu um pulso esférico que
também vem se propagando com a velocidade do som. Esse outro pulso esférico, no
instante t, tem um raio Rg. Estritamente falando, ao passar por qualquer ponto, o corpo
produz pulsos esféricos. No instante t considerado, a superficie envolvente desses
pulsos, ou seja, a onda de choque, é uma superficie conica, chamada de cone de
Mach. O eixo do cone de Mach ¢ a trajetéria do corpo e o vértice é o ponto C, onde o
corpo se encontra no instante t.

O angulo de abertura do cone de Mach, 6y = 2a, pode ser calculado usando a
seguinte relacao, tirada do tridngulo retangulo BCD:
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seng - vs(t=t) Vs

Desse modo, quanto maior for o médulo da velocidade supersénica do objeto,
menor sera o angulo de abertura do cone de Mach.

Todas as sec¢des dos pulsos junto a superficie cbnica ttm a mesma forma e se
superpdem, reforcando-se mutuamente. A onda de choque € uma estrutura conica
delgada, em que o ar se encontra a uma pressdo muito maior do que a pressao
atmosférica normal. Esta estrutura cOnica se arrasta por tras do objeto de modo
analogo a onda de proa em forma de V, que segue uma lancha ou um barco na agua.
Quando a onda de choque de um avido supersbnico passa por um observador, ele
escuta um unico e forte estrondo.

No instante de tempo t considerado, as particulas do meio que estdo dentro do
cone de Mach ja foram perturbadas pelo objeto em movimento e as particulas que
estdo fora, ainda nao foram perturbadas. Podemos representar o resultado do
movimento do corpo que se desloca, na atmosfera, com uma velocidade supersonica,
como um processo continuo de produgdo de pulsos sonoros esféricos que se
propagam no interior do cone de Mach. A formagao desses pulsos sonoros acontece
as custas da energia do corpo. Em outras palavras, o corpo fica sob o efeito de uma
forca de resisténcia ao seu movimento.

Os pulsos sonoros sao amortecidos com o tempo, espalhando-se por uma
regidao do espaco cada vez maior, devido ao atrito interno (viscosidade) da propria
atmosfera. Ao fim e ao cabo, a extremidade posterior do cone se dispersa no espago.

XX. As Ondas do Mar

Para discutir um pouco mais o fato de que a onda nao transporta matéria,
vamos considerar uma onda do mar longe da praia. Podemos ver que a agua nao vai
junto com a onda observando uma bola que flutua sobre a 4gua. A bola descreve uma
circunferéncia (ou uma elipse) para cada intervalo de tempo que leva a onda que
passa por ela para se propagar uma distancia equivalente a distancia entre duas
cristas.

Fig.35

Observando uma bola que, inicialmente, se encontra sobre uma crista (Fig.35),
vemos que ela se move para baixo e para a direita, mais para baixo e para a
esquerda, para cima e para a esquerda e mais para cima e para a direita, voltando a
sua posicao original exatamente sobre a préxima crista. Isto se repete sucessivamente
de uma crista a outra. Portanto, a medida que a onda passa, a bola sobe e desce e vai
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para a direita e para a esquerda, descrevendo circulos num plano vertical. No final das
contas, a bola ndo abandona a pequena regido em que se encontra.

Longe da praia, cada elemento de volume da agua se move numa trajetoria
circular ou eliptica num plano vertical que contém a diregdo de propagacgao da onda. O
movimento de cada elemento de volume pode ser considerado como a superposi¢céo
de dois movimentos harménicos simples de mesma freqiéncia, um na horizontal e
outro na vertical. A onda do mar pode, assim, ser considerada como a superposi¢cao
de duas ondas harmdnicas, uma longitudinal e outra transversal, com uma diferenca
de fase de n/2 rad entre elas. Se o comprimento de onda é€ menor do que a
profundidade do leito do mar, as amplitudes dessas ondas, na superficie, sao iguais e
o0 movimento dos elementos de volume da agua € circular. Com o aumento da
distancia a superficie, as amplitudes dessas ondas diminuem. Contudo, a amplitude da
onda transversal diminui mais rapidamente e, muito proximo do leito do mar, é zero.
Assim, junto ao leito do mar, apenas a componente longitudinal permanece. Desse
modo, com o aumento da distancia a superficie, os elementos de volume da agua
descrevem trajetérias elipticas cada vez mais achatadas e, junto ao leito do mair,
apenas oscilam longitudinalmente.

As forgcas restauradoras resultam principalmente das diferencas de pressao
originadas pelas variagbes de profundidade de regido a regido. O papel das forgas de
tensao superficial é secundario, embora fique cada vez mais importante a medida que
a escala do fendbmeno diminui.

Fig.36

A Fig.36 ilustra as trajetérias do movimento dos elementos de volume na
camada superficial (circunferéncias) e noutra camada, abaixo da superficie (elipses). A
linha horizontal pontilhada superior representa a superficie livre do liquido em repouso.
O sentido de propagacdo da onda depende do sentido em que os elementos de
volume da agua descrevem suas trajetérias circulares. A onda se propaga no mesmo
sentido que os elementos de volume na crista da onda. A linha continua superior
representa a forma da superficie livre da dgua do mar no instante considerado. Os
pontos nos centros das trajetérias representam as posigcdes de equilibrio dos
elementos de volume da agua.

Quanto maior o comprimento de onda de uma onda na superficie da agua,
maior o modulo da velocidade com que ela se desloca. Uma onda com pequeno
comprimento de onda se desloca com velocidade de médulo pequeno enquanto que
uma onda oceénica de grande comprimento de onda se desloca com velocidade de
modulo grande. Pulsos gigantes, produzidos por terremotos e/ou erupgdes vulcanicas,
chamados tsunamis, viajam a velocidades cujos médulos podem chegar a centenas de
quildbmetros por hora. Além disso, como movimentam grandes quantidades de agua
muito profundamente no oceano, os tsunamis levam enormes quantidades de energia.
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Ao se aproximar da praia, a forma da onda do mar se modifica. Os elementos
de volume da agua deixam de se mover em trajetdrias circulares porque, devido ao
atrito com o leito do mar, o médulo da velocidade dos elementos de volume fica cada
vez menor quando eles percorrem a porgao inferior da sua trajetéria fechada. Com
isso, os elementos de volume préximos ao leito do mar vao se atrasando em relagao
aos elementos de volume mais altos. Entdo, quando o atraso é tal que os elementos
de volume superiores ndo encontram mais sustentagcéo nos inferiores, eles desabam e
a onda se quebra.

Embora a a4gua ndo se mova junto com a onda do mar, um surfista, com sua
prancha, se move para frente, junto com a onda, porque desliza sobre a superficie
inclinada da agua como se fosse sobre a encosta de uma montanha. Como a
superficie da agua se levanta atras dele, a medida que ele desliza para frente, ele
progride, jamais alcangando o ventre da onda, até que esta se quebre proximo a praia.
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